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1. INTRODUZIONE
La proposta revisione del Sistema Internazionale (SI) di unità di misura [1] lega la definizione delle
unità elettriche alla carica elementare e e alla costante di Planck h, i cui valori numerici saranno definiti
come esatti. La costante di von Klitzing RK = h/e2 assume nel nuovo sistema valore esatto e, con-
seguentemente, anche la resistenza di Hall quantizzata RH = RK/i = h/(ie2) (dove i è un numero
intero). La corrispondente revisione della Mise en pratique for the ampere and other electric units in
the International System of Units (SI) [2] recita:

The ohm Ω can be realized . . . by using the quantum Hall effect in a manner consistent
with the CCEM Guidelines [3] and the following value of the von Klitzing constant: RK =
25 812.807 455 5 Ω

Il mantenimento e la disseminazione dell’unità di resistenza avviene però con campioni materiali aventi
tipicamente valori decadici (come per esempio 1 Ω, 10 kΩ, . . . ). Questi resistori vengono poi impiegati,
nei centri di taratura, per la taratura e messa in punto di campioni e strumenti, quali multimetri e
calibratori multifunzione [4].
Per mezzo dell’effetto Hall quantistico (QHE), la taratura di questi resistori può essere effettuata con
riferibilità al valore RH ≈ 12 906.4 Ω, corrispondente a i = 2 e realizzabile con un singolo elemento
QHE.
Lo scalamento da RH a un valore decadico può essere effettuato mediante un ponte di rapporto di
resistenze; tipicamente, per il regime continuo, si impiegano ponti a comparatore di correnti (CC) [5,
6]. Il CC è un dispositivo elettromagnetico basato sull’equilibrio delle forze magnetomotrici generate
dalle due correnti I1 e I2 a confronto, circolanti in due avvolgimenti con numero di spire n1 ed n2.
La condizione di equilibrio è determinata da un rivelatore di flusso magnetico. I ponti più accurati
impiegano un comparatore di correnti criogenico (CCC) [7] basato su elementi (schermo magnetico e
rivelatore) superconduttivi.
Una disponibilità di campioni quantistici di resistenza aventi valori decadici apre la possibilità di ef-
fettuare una taratura dei campioni di resistenza materiali con strumentazione molto più semplice. Per
esempio, il ponte potenziometrico [8, Sec. 4.1], [9–11], che misura la differenza delle tensioni generate
dal campione quantistico e da quello in taratura posti in serie, consente, quando il resistore in taratura ha
lo stesso valore nominale del campione quantistico, il raggiungimento di un’accuratezza dell’ordine di
parti in 108; la lettura di tensione può essere effettuata anche con un multimetro commerciale [12, 13]
senza doverne conoscere la linearità [10, 14].
Campioni quantistici con queste caratteristiche sono i Quantum Hall Array Resistance Standard (QHARS),
circuiti integrati costituiti da numerosi elementi QHE connessi in una rete elettrica. Questi dispositivi
approssimano un valore nominale decadico Rn di interesse con una frazione RQ

n = (p/q)RH ≈ Rn,
dove p e q sono interi.
In questa memoria presentiamo un metodo un metodo sistematico e generale di modellazione di reti
QHARS per la valutazione della deviazione dal valore di resistenza nominale e dell’incertezza dovuti
agli effetti delle interconnessioni tra gli elementi QHE. La stima di tale deviazione richiede la soluzione
di un modello dell’intera rete QHARS. Gli autori hanno recentemente pubblicato metodi pratici per la
sintesi e l’analisi di reti QHARS di complessità arbitraria [15, 16] che possono essere implementati con
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Figura 1: Rappresentazione grafica di un elemento QHE a 8 terminali e versi convenzionali per tensioni Em e
correnti Jm ai terminali. Per identificare il tipo di elemento utilizziamo un arco di cerchio orientato (CW in figura).

strumenti di calcolo analitico o numerico, incluso il software di analisi circuitale SPICE [17]. Come
esempio, il metodo descritto è applicato a una rete QHARS di valore nominale RQ

n = 10150/131RH =
1−16.514(23) × 10−9 MΩ, realizzata nei laboratori del National Metrology Institute of Japan [18, 19].

2. EFFETTO HALL QUANTISTICO E MODELLAZIONE CIRCUITALE
L’effetto Hall quantistico è un effetto quantistico macroscopico che lega direttamente quantità elettri-
che a costanti fisiche fondamentali. Il QHE si presenta in elementi costituenti gas bidimensionali di
elettroni (p.es., eterostrutture GaAs, Si-MOSFET e dispositivi in grafene) immersi in un intenso cam-
po magnetico perpendicolare al piano elettronico e posti a temperature criogeniche. In tali condizioni,
gli elementi QHE manifestano una quantizzazione della resistenza di Hall RH = RK/i, con i intero,
indipendentemente dal tipo di materiale o dalle dimensioni del campione [20].
Dal punto di vista circuitale, un elemento QHE può essere rappresentato come un dispositivo multiter-
minale. A seconda del verso del campo magnetico applicato e della polarità dei portatori di carica, gli
elementi QHE possono essere etichettati come orari (clockwise, CW) o antiorari (counterclockwise,
CCW), con equazioni costitutive differenti. In figura 1 è rappresentato graficamente un elemento QHE
con n = 8 terminali, con i versi convenzionali per tensioni e correnti: i terminali sono numerati da 1 a
n in senso orario; la tensione del terminale m, m = 1, . . . , n, è denotata con Em e si intende misurata
rispetto a un nodo arbitrario; la corrente entrante nel terminale m è denotata con Jm; ad ogni terminale
è associata, in serie, una resistenza di contatto rm = εmRH/2 (non rappresentata in figura).
Un elemento QHE CW è un elemento le cui tensioni e correnti ai terminali soddisfano, in regime
continuo, le relazioni costitutive [15, 16]

− εm−1

2
Jm−1 +

(
1 +

εm
2

)
Jm = GH(Em − Em−1), (1)

dove GH = 1/RH ed E0 è identificato con En. Viceversa, un elemento QHE CCW è un elemento
caratterizzato in regime continuo dalle relazioni costitutive(

1 +
εm
2

)
Jm − εm+1

2
Jm+1 = GH(Em − Em+1), (2)

dove En+1 è identificato con E1.
Le relazioni (1) e (2) possono essere utilizzate per l’analisi di circuiti comprendenti elementi QHE ed
elementi parassiti di un eventuale circuito di misura. A tal fine, esse possono essere convenientemente
scritte in forma matriciale oppure implementate in un macro modello SPICE: la rappresentazione ma-
triciale, basata sul formalismo della matrice ammettenza indefinita [21–25], è particolarmente adatta
all’analisi numerica o simbolica su larga scala per mezzo di applicazioni dedicate; il macro modello
SPICE permette di realizzare simulazioni numeriche per mezzo di simulatori SPICE. Questi ultimi, pe-
rò, non permettono calcoli in precisione arbitraria e i conseguenti errori di arrotondamento possono non
essere compatibili con l’accuratezza richiesta nelle applicazioni metrologiche.



In forma matriciale, le relazioni (1) e (2) possono essere riscritte come [16, 17] J = Ȳ E, dove
J = (J1, . . . , Jn)T (T denota la matrice trasposta), E = (E1, . . . , En)T e Ȳ = D−1Ȳ i, con

D = Di,cw =



1 + ε1/2 0 · · · 0 −εn/2
−ε1/2 1 + ε2/2 0 0

... −ε2/2 1 + ε3/2
. . .

...

0
. . .

. . . 0
0 0 · · · −εn−1/2 1 + εn/2

 (3)

e

Ȳ i = Ȳ i,cw = GH


1 0 · · · 0 −1
−1 1 0 · · · 0

. . .
. . .

. . .
...

0 · · · −1 1 0
0 0 · · · −1 1

 , (4)

per un elemento QHE CW a n terminali, e

D = Di,ccw =



1 + ε1/2 −ε2/2 0 · · · 0
0 1 + ε2/2 −ε3/2 0
...

. . . 1 + ε3/2 −ε4/2
...

0
. . .

. . . 0
−ε1/2 0 0 · · · 1 + εn/2

 (5)

e

Ȳ i = Ȳ i,ccw = GH



1 −1 0 · · · 0

0 1 −1
. . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 1 −1
−1 0 · · · 0 1

 , (6)

per un elemento QHE CCW.
Le figure 2 e 3 riportano i macro modelli SPICE per, rispettivamente, un elemento QHE CW a 8
terminali e uno CCW [17].

3. RETE QHARS
Un QHARS è un dispositivo composto da elementi QHE di uguale resistenzaRH = RK/i interconnessi
in una rete elettrica, la cui resistenza RQ

n è una frazione della resistenza di un singolo elemento QHE
RQ

n = (p/q)RH, con p e q numeri interi positivi, che approssima un valore decadico di interesse Rn,
utile alla calibrazione di standard di resistenza.
Per ottenere un’approssimazione razionale di un numero reale positivo è possibile utilizzare un albero
binario, detto albero di Stern-Brocot [26] (i cui primi livelli sono illustrati in figura 4), i cui nodi sono
in corrispondenza biunivoca con l’insieme dei numeri razionali positivi. Percorrendo appropriatamente
i rami dell’albero, si ottiene una sequenza di numeri razionali, detta sequenza di Stern-Brocot, che
approssima tanto meglio un numero reale dato quanto più si procede nella sequenza, fino ad ottenere,
nel caso di un numero razionale, il valore esatto.
Un metodo alternativo per l’approssimazione di numeri reali è la rappresentazione in frazione continua
di un numero reale RQ

n /RH data da [27]

RQ
n

RH
=
p

q
= α0 +

1

α1 +
1

α2 +
1

α3 + · · ·

, (7)



.SUBCKT QHE8CW 1 2 3 4 5 6 7 8 C
+PARAMS: RH=1
+E1=1e-8 E2=1e-8 E3=1e-8 E4=1e-8
+E5=1e-8 E6=1e-8 E7=1e-8 E8=1e-8
R1 T1 T2 {2*RH}
R2 T2 T3 {2*RH}
R3 T3 T4 {2*RH}
R4 T4 T5 {2*RH}
R5 T5 T6 {2*RH}
R6 T6 T7 {2*RH}
R7 T7 T8 {2*RH}
R8 T8 T1 {2*RH}
G1 T1 C T2 T8 {1/(2*RH)}
G2 T2 C T3 T1 {1/(2*RH)}
G3 T3 C T4 T2 {1/(2*RH)}
G4 T4 C T5 T3 {1/(2*RH)}
G5 T5 C T6 T4 {1/(2*RH)}
G6 T6 C T7 T5 {1/(2*RH)}
G7 T7 C T8 T6 {1/(2*RH)}
G8 T8 C T1 T7 {1/(2*RH)}
R9 1 T1 {E1*RH/2}
R10 2 T2 {E2*RH/2}
R11 3 T3 {E3*RH/2}
R12 4 T4 {E4*RH/2}
R13 5 T5 {E5*RH/2}
R14 6 T6 {E6*RH/2}
R15 7 T7 {E7*RH/2}
R16 8 T8 {E8*RH/2}
.ENDS

.SUBCKT QHE8CCW 1 2 3 4 5 6 7 8 C
+PARAMS: RH=1
+E1=1e-8 E2=1e-8 E3=1e-8 E4=1e-8
+E5=1e-8 E6=1e-8 E7=1e-8 E8=1e-8
R1 T1 T2 {2*RH}
R2 T2 T3 {2*RH}
R3 T3 T4 {2*RH}
R4 T4 T5 {2*RH}
R5 T5 T6 {2*RH}
R6 T6 T7 {2*RH}
R7 T7 T8 {2*RH}
R8 T8 T1 {2*RH}
G1 C T1 T2 T8 {1/(2*RH)}
G2 C T2 T3 T1 {1/(2*RH)}
G3 C T3 T4 T2 {1/(2*RH)}
G4 C T4 T5 T3 {1/(2*RH)}
G5 C T5 T6 T4 {1/(2*RH)}
G6 C T6 T7 T5 {1/(2*RH)}
G7 C T7 T8 T6 {1/(2*RH)}
G8 C T8 T1 T7 {1/(2*RH)}
R9 1 T1 {E1*RH/2}
R10 2 T2 {E2*RH/2}
R11 3 T3 {E3*RH/2}
R12 4 T4 {E4*RH/2}
R13 5 T5 {E5*RH/2}
R14 6 T6 {E6*RH/2}
R15 7 T7 {E7*RH/2}
R16 8 T8 {E8*RH/2}
.ENDS

Figura 2: Macro modello SPICE per un elemento QHE
CW a 8 terminali. La resistenza RH (parametro RH)
ha valore di default unitario; le resistenze di contatto
normalizzate εm (parametri da E1 a E8) hanno valore
di default 10−8. Il terminale C deve essere connesso
al nodo 0 o altro nodo con potenziale costante.

Figura 3: Macro modello SPICE per un elemento QHE
CCW a 8 terminali.

che rappresenta tale valore con una sequenza di numeri interi α0, α1, . . . dati dalle relazioni di ricor-
renza

ξ0 =
RQ

RH
, (8)

αk = [ξk], (9)

ξk+1 =
1

ξk − αk
, se ξk non è un intero, (10)

dove k = 0, 1, 2, . . ., e [ξk] è la parte intera di ξk. Tutte le rappresentazioni in frazione continua sono
contenute anche nella sequenza di Stern-Brocot associata allo stesso valore reale.
A partire da una data approssimazione razionale RQ

n /RH = p/q è possibile sintetizzare reti resistive
planari equivalenti ma che differiscono per il numero n di elementi QHE. Partendo da una rete rettan-
golare composta da n = pq elementi QHE organizzati in una griglia rettangolare p × q, è possibile
ridurre il numero di elementi sostituendo un singolo elemento QHE ad un quadrato di k × k elementi
ed iterando il procedimento fintanto che siano presenti quadrati di lato k > 1.
Per ottenere reti che contengano il minor numero di elementi QHE è necessario trovare la tassellatura
del rettangolo di lati p e q composta dal minor numero di quadrati di lunghezza di lato intera. Una
soluzione generale del problema della minima tassellazione è tuttora ignota; esiste tuttavia un algoritmo
che, attualmente, fornisce soluzioni [28] per p, q ≤ 380. Per rettangoli di dimensioni maggiori, una
ricerca esaustiva delle soluzioni diventa infatti difficilmente attuabile a causa degli elevati tempi di
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Figura 4: Primi livelli dell’albero di Stern-Brocot (per frazioni diverse da 0/1 e 1/0 la posizione orizzontale è
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2 ,
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8
5 , . . ., corrispondente alla sezione aurea ϕ).

calcolo richiesti. Tuttavia, accettando la possibilità di non ottenere la soluzione minima, è possibile
velocizzare la ricerca per mezzo di metodi euristici.

4. CONNESSIONI MULTIPLE
In una rete QHARS le resistenze delle interconnessioni e di contatto generano una deviazione ∆RQ =
RQ −RQ

n della resistenza RQ della rete QHARS rispetto al valore nominale RQ
n . Grazie alle proprietà

del QHE è possibile minimizzare tale deviazione per mezzo di speciali connessioni multiple [17, 29].
Tali modalità di connessione godono della proprietà che la deviazione relativa ∆RQ/RQ

n causata da
resistenze di interconnessione e contatto è dell’ordine di (rmax/RH)f , dove rmax è la resistenza di
connessione massima e f è l’ordine di connessione (tipicamente f = 2 o f = 3).
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Figura 5: Esempio di connessione a tripla serie tra
due elementi QHE CW a 8 terminali.

Figura 6: Esempio di connessione a triplo parallelo
tra due elementi QHE CW a 8 terminali.
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Figura 7: Esempio di connessione a triplo ponte tra
tre elementi QHE CW a 8 terminali.

Figura 8: Il dispositivo QHARS da 1 MΩ. La corrente
fluisce dal nodo c al nodo d e la tensione è misurata
tra i nodi a e b.

Le figure 5, 6 e 7 mostrano degli esempi di connessioni di ordine 3: tripla serie, triplo parallelo e,
rispettivamente, triplo ponte (le resistenze di contatto e di interconnessione non sono mostrate per sem-
plicità). Le resistenze di interesse sono definite a quattro terminali. Per esempio, nella tripla serie e
nel triplo parallelo delle figure 5 e 6, le resistenze sono definite come RQ = Vab/Icd, dove Vab è la
tensione a circuito aperto tra i terminali a e b, mentre Icd è la corrente che fluisce dal terminale c a d.

5. QHARS DA 1 MΩ
Il dispositivo è realizzato su GaAs/AlGaAs ed è composto da 88 elementi QHE interconnessi con wiring
metallico (in figura 8 è mostrata una fotografia del dispositivo). La grandezza di interesse è la resistenza
a quattro terminali RQ = Vab/Icd, dove Vab è la tensione a circuito aperto tra i nodi a e b, mentre Icd
è la corrente che fluisce dal nodo c al nodo d.

6. MODELLAZIONE E RISULTATI
L’approccio utilizzato per calcolare la resistenzaRQ di un QHARS è stato presentato in [16] ed è basato
sulla matrice ad ammettenza indefinita. Questo metodo modella la rete QHARS attraverso due matrici:
la prima rappresenta gli elementi QHE (comprese le resistenze di contatto) e le resistenze delle connes-
sioni, la seconda la topologia della rete. La procedura di modellazione è stata implementata utilizzando
il software di calcolo Wolfram Mathematica 11 che permette di effettuare calcoli con precisione arbi-
traria. In ingresso al modello sono richiesti una descrizione schematica esaustiva della rete QHARS
che contenga gli elementi QHE e le resistenze delle interconnessioni (v. figura 9), ed un insieme di
distribuzioni rettangolari stimate dei valori dei parametri parassiti ricavati sperimentalmente. In uscita
dal modello si ottiene una distribuzione di probabilità simulata della deviazione ∆RQ della resistenza
modellata dal valore nominale RQ

n .
Questa distribuzione di probabilità è ottenuta con metodo Monte Carlo [30], generando un campione
casuale dei parametri parassiti estratti dalle corrispondenti distribuzioni stimate sperimentalmente.
In figura 10 è riportata la distribuzione delle deviazioni ∆RQ ottenuta tramite una simulazione effet-
tuata con un campione casuale di dimensione 1000. Il valor medio di ∆RQ è da confrontarsi con la
sensibilità tipica degli esperimenti di metrologia primaria di resistenza, dell’ordine di 109 − 1010. La
procedura include un passaggio finale di verifica per mezzo del simulatore numerico di circuiti LTspice
XVII (Linear Technology Corporation). Il simulatore numerico non consente un’analisi Monte Carlo
su così larga scala e la sua precisione numerica è limitata, ma un opportuno scalamento dei parametri
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Figura 9: Porzione dello schema prodotto con l’editor LTspice. Gli elementi QHE sono denotati dal simbolo U.
Ogni resistenza rappresenta una connessione tra due nodi.

Figura 10: Distribuzione simulata della deviazione ∆RQ della resistenza del QHARS da 1 MΩ ottenuta da un
campione casuale di dimensione 1000.

parassiti permette un parziale confronto dei risultati.

7. CONCLUSIONI
La procedura di modellazione implementata in Mathematica simula il comportamente del QHARS e
permette di ottenere una stima della deviazione della resistenza della rete rispetto al valore nominale e
della sua incertezza. La stima risulta inoltre confrontabile con quanto ottenuto mediante il simulatore
di circuiti LTspice. Questa procedura non è limitata al dispositivo analizzato, ma può essere applicata a
QHARS di diverso valore.
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