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Abstract

Il testo propone alcune nozioni di g-calcolo nell'ambito del quantum calculus. Si daranno de-
finizioni, dimostrazioni ed esercizi, partendo dai q-numeri e q-binomi. Si definira la q-deri-
vazione. Poi vedremo le identita di Eulero, i q-esponenziali e le funzioni gq-trigonometriche.
Seguiranno la q-antiderivata e I'integrale di Jackson. Si vedra la definizione della funzioni q-
Gamma e q-Beta.

Keywords: q-calculus.

Subject Areas: Calculus for Physics.

1. Introduzione

Il quantum calculus ¢ un calcolo che si basa sul metodo delle differenze finite. Non si ¢ tradotto
quantum calculus in calcolo quantico per non confonderlo col calcolo fatto dai computer quan-
tici. Il calcolo non usa i limiti. Ma al limite del parametro utilizzato, per esempio nel caso del g-
calcolo, con ¢ che tende ad 1 il calculus diventa quello ordinario.

"The g-calculus, while dating in a sense back to Leonhard Euler and Carl Gustav Jacobi, is only
recently beginning to see more usefulness in quantum mechanics, having an intimate connec-
tion with commutativity relations and Lie algebra". Wikipedia

Il quantum calculus si esplica principalmente come "q-calculus" e "h-calculus", # si riferisce
alla costante di Planck, mentre ¢ sta per quantum. I due parametri sono legati nel modo seguen-

teda q =e" . Viéancheil (p,q)-calculus.

2. g-numero e binomio

Partiamo dal numero intero ditipo q , quindi dal g -numero. Per definizione:


A.Carolina
Timbro
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n—2

1221 _(a=1)(q" " +q

[n]=
qg-—1 g—1

Per q chetendeal, [n] tendea n intero.

Possiamo generalizzare per a€C :

_q°-1
=t =
Inoltre:
1
[o0]=——
1-q

Altro calcolo da considerare ¢ quello del g-binomio.

n__

(x—alg (x—a)(x—qa)...(x—q""a)
Ad esempio:

(x—a);=(x—a)(x—qa)(x—q’a)

Poi abbiamo il g-binomio:

(x+a)Z:(x+cﬁ(x+qa)m(x+q”_1a)

oppure:

Possiamo esprimere con Gauss come:
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Ly

j=0 J J

1l g-fattoriale ¢ [k]!=[1][2]...[k]

Ricordiamo che in algebra il teorema binomiale (o anche formula di Newton, binomio di New-
ton e sviluppo binomiale) esprime lo sviluppo seguente:

e =3 (D)are

k=0

11 fattore € il classico coefficiente binomiale.

Altra espressione utile per il g-calcolo:

Esercizio 1. Calcolare il g-binomio:

2

(x+a)=(x+a)(x+qa)(x+q’a) = (x+a)(x’*+xqa+xq’a+q’d®) =

X*+x’a+x* qa+xqa’+x*q*a+x**+xq* P+’ a® =

X*+x*(qPa+qa+a)+x (g a®+q*d*+qa®)+q’a® =

+x2a(q’+q+1)+xa*(q*+q+1)q+q° a®
Inoltre:

/ 3_
31=[3|=1 G ) N ) R et
3|7 |0 202 gt

Quindi:

(x+a)3:[g]x3+[ﬂax2+q [;’]azx+q3[g]a3
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1 9 36 24 126 126 24 36 9 1 n=9
1 1e 45 12@ 218 252 218 12e 45 18 1 n=16
1 11 55 165 338 462  4B2 33e 165 55 11 1 n=11
1 12 66 228 495 792 024 792 495 220 b6 12 1 n=12
1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1 n=13
1 14 91 364 1eel 2602 3883 3432 3863 20802 1681 364 91 14 1 n=14
k=8 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=16 k=11 k=12 k=13 k=14

L'immagine precedente mostra il triangolo di Tartaglia - Pascal.

In ciascuna riga, si puo vedere che gli elementi si ottengono come somma di due elementi adia-
centi della riga precedente. Ossia, se k € n sono interi positivi, € k£ € minore o uguale a n:

o . (n) B n! 1, per k = O oppure k = n
ok k B (n—k)! Ch1pe-1 + Cror negli altri casi

3. Triangolo di Tartaglia - Pascal ordinario e il g-Pascal
Ricordiamo come si trovano i coefficienti degli sviluppi dei binomi.

Si puo usare il triangolo di Tartaglia - Pascal. Il triangolo si costruisce mettendo al vertice il nu-
mero 1, nella riga sotto una coppia di 1 e per le righe successive si procede ponendo inizialmen -
te sempre 1, e gli altri numeri si ottengono sommando via via le coppie di numeri che li prece-
dono e li seguono nella riga superiore. Niccolo Tartaglia (1499-1557), matematico italiano, uti-
lizzo il triangolo per trovare i coefficienti del calcolo di un binomio. Blaise Pascal (1623-1662),
filosofo e matematico francese, utilizzo invece il triangolo per ricavare tutti gli abbinamenti
possibili tra alcuni gruppi di numeri predefiniti.

Ci sono diverse generalizzazione nel g-calcolo. Una ¢ quella proposta nello schema seguente,
come si puo ricavare dal calcolo esplicito.
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xﬁlh&h‘\
1 1
e
1+q

/”i‘“m/j\//\“x

1+q+q 1+q+q

/’\\/\,ﬁ/a‘//“

2 3
1 1+q+q’+g’ 1+g+q%+a7+% g 1+q+q’+g” 1

Ad esempio:

(x+a)3:[z]x3+[ﬂax2+q B]azpﬁ q3[2]a3

(x+a)2,:)<3'+[3]ax2+[3]qa2x+q3a3

4. q-differenziale e q-derivata

11 g-differenziale ¢ definito come:

Esempio: qu:(q— 1)x
1l differenziale del prodotto di due funzioni ¢:

d,(f(x)g(x))=f(gx)glqx)—f(x)g(x) =
flax) glgx)=flax) g(x)+f(qx) g(x)=f(x) g(x) =
flqx)d,g(x)+g(x)d,f(x)
Oppure
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flax) glgx)+f(x) glqgx)—f(x) g(qx)—f(x)g(x) =
glqx) d f(x)+f(x) d,g(x)

La g-derivata é:

qu(x) i (g—1)x
Nel limite: lim D f(x):df(x)
. g»1 1 dx

Proprieta. Dq(af(x)+bq(x))zaqu(x)+qug(x) , con a,b costanti.

Esercizio 2. Calcolare la g-derivatadi (x)zx" dove n ¢ un intero positivo.

2 2 n__
D Xn:(qx) X :q 1 Xn—lz[n]xn—l

o (q-1)x q-1

qu”=[n]x"_1

La g-derivata del prodotto di funzioni, si ottiene usando il q-differenziale dato sopra.
D,(f(x)g(x))=f(ax)D,g(x)+g(x)D f(x)=f(x)D, g(x)+g(qx)D,f(x)

Si trova anche che:

Per arrivare a questa espressione, consideriamo  g(x)f(x)/g(x)=f(x) e deriviamo.
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o(a)D, L L84 g (x)=D, 1
flx) |__f(x)
g(qX)Dq (X) g(x) Dqg(x)+D f( )

Usando pero l'altra forma della g-derivata, si ottiene:

f(x)\_9(@x)D,f(x)—f(qx)D,g(x)
Dq(g<x>)‘ g(x)gax)

Entrambe le forme sono valide. A seconda dei casi, una puo essere piu utile dell'altra.

Esercizio 3. Calcolare la g-derivata di  f (u) rispetto ad x, dove  u(x)=a xP , con

a, [ costanti.

flaq”x")—f(ax”)

qu(u(x)): (g—1)x
o /))X/j O{Xﬁ (04 ﬁXﬁ—O{ Xﬁ
qu<u(X))—f( aqqﬁxﬁ)—g(xﬁ ) ’ q(q—l)x

_f(q"u)=f(u) ulgx)—u(x)
u—u (g—1)x

=Dq,;f(u) - D u(x)

Esercizio 4. Calcolare un(x) con u(x)=x+x2 .
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2

D u(x)ZD x+D P=-1X"X 9 X=X
“ T (g-1x (g-1)x

—1
un(x)=1 + X qq—l =1+x(q+1)

Esercizio 5. Calcolare un(x) con u(x)=1+2x+x* .

un(x):2+x(q+1)

+b 1 : . . .
Esercizio 6. Caleolare - Dyu (x) con u(x) :Z+d i . Verificare che al limite si ottiene la
derivata ordinaria che & dy _ %

b u(x):[a+qu_a+bx] ( 1

q c+dqx c+dx | (q—1)x
Dopo qualche passaggio:
D u(x)= bcx(q—1)—adx(q—1) 1 ___ bc-ad
q (c+dqx)(c+dx) (g—1)x (c+dgx)(c+dx)

A limite per ¢ che tende ad 1, ritroviamo la derivata ordinaria.

Esercizio 7. Calcolare D q\/; .

D &:m—&:Jq—x—& \/E+\/;: 1
I (g—1)x  (q—1)x Vgx+Vx gx+vx

Al limite per ¢ che tende a 1, si ha la derivata ordinaria 1/(2 N ;)
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Esercizio 8. Calcolare D : e*

D e*=———
© “(g-1)x

Vediamo che al limite g->1 si ottiene il risultato ordinario.

1
x(q—l)_l Xx(q_1)+EX2(q_1)2+"'
—e

(q—1)x

ed*—e* _ox €
(q—1)x (q—1)x

=ex(1+;—x(q—1)+...)

Al limite, abbiamo che il risultato della g-derivata diventa quello della derivata ordinaria.

Esercizio 9. Calcolare D . a®

D a*= a’—a’

T (q-1)x

Al limite per ¢ che tende a 1, si ha la derivata ordinaria a”*Ina

Consideriamo la definizione della derivata ordinaria:

da* . a*—a* .. d-1_ ,
=lim =a" lim =a" Ina
dx  hso h h=0
Torniamo alla g-derivata.
- -1
aqx_ax_ . a® x_l_ N GX(q )_1

R PRY P Py et P

Prendiamo il limite di x(g—1) che tende a zero, e troviamo a* Ina
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Esercizio 10. Calcolare qu(X) , con f(x)zit\\/é
. o ooodf 1
La derivata ordinaria ¢ pari a dx \/;(1_ \/;)2
D f(x)= 1+V/xq  1+/x 1 2Vx(Vg-1)
@ 1—xqg 1-vVx | x(q—1) (1-Vxq)(1—Vx)x(q—1)

_ 2
Pl = A Ve )

Nel limite per ¢ che tende a 1, si trova il risultato con la derivata ordinaria.

_a+bx
c+dx

Esercizio 11. Calcolare qu(x) ,con f(x)

_ 1 atbgx a+bx| _
qu(x)_(q—l)xlc+dqx c+dx]
bc(g—1)x—ad(qg—1)x _ bc—ad

(c+dgx)(c+dx)(qg—1)x (c+dgx)(c+dx)

5. La (p,q)-derivata

Tale derivata ¢ definita come:

f(px)—f(gx)

Dy qf ()= (p—q)x

Si veda il lavoro di P. N. Sadjang.

6. La q-derivata dei binomi

10
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I polinomi binomiali ci servono per arrivare alla g-formula di Taylor.

La formula ordinaria é€:

(x=a)"

n!

F(x)=3 f(a)

n=0

Cerchiamo dei polinomi P, (x) da usare invece dei polinomi PHZ(X— al .

La proprieta richiesta ¢ che si abbia D P n()():Pnfl(x) , come nel caso ordinario si ha
DP (x)=P, _,(x) .

"+ n-1

Iniziamo con a=0 . Sia Pn(x)zx”/[n]! )

Supponiamo ora di considerare i polinomi nel caso a#0 . Partiamo da P 0(1)21 . Sia
Pl(x) tale che Dqu(x):1 e Pl(a):O . Allora Pl(x):x—a .

Cerchiamo PZ(X) , con Dqu(x)Zpl(x) , Pz(a)ZO . Poniamo:

X2 2
Pz(x):——ax——+a

[2] 2]

2

2.2 2 2 2
Dp<x>:[q cagre T P @ 2l 1
q 2

2] 2] [2] x(q—1)

Xa=1) 12 —a= —a=x—a

oy = e

Abbiamo quindi i seguenti polinomi:

11
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p=tmaliogel o p g bdbogdbedd

Pn(x):(x—a)(x—q a)(x[;]q!za)...(x—q”_la) ~(x-a)’

Questi sono i polinomi che diventano Pn(x)zx"/ [n]! quando a=0 .

L'analogo di (X—a)" sono quindi i polinomi (X—G)Z .

Si ha inoltre che: Dq(x—a)Z:[n](x—a)’(’l_l

con la regola della derivazione del prodotto di funzioni.

k
q

(*), come si puo dimostrare per induzione e

Dalla definizione: (X—a )k+1 = (X —a)

q (X —qk a) . Derivo con la regola vista prima:

D (x—a)k”:(x—a)g Dq(x—qka)+(qx—qka)Dq(x—a)g =

q q
(x—a)g+q(x—qk_la)Dq(x—a)Z
Usando la regola (*):
(x—a)s+q(x—q""a)[k](x—a);" =
(1+q[K])(x—a);=[k+1](x—a);
k__ k+1__
Sinoti che: 1+q[k]=1+q qq—i qu_ll =[k+1]

7. Proprieta dei polinomi

Abbiamo quindi che D qP =P, _, .Vediamo ora alcune altre proprieta.

n

Consideriamo (X—a e vediamo quanto vale. In generale abbiamo che

m+n__#

a x—a)" . Vale invece:

(x—a)

ta)(x—q"a)(x—q""'a)...(x—¢""""a) =

12



Nozioni di g-calcolo A.C. Sparavigna

m m+n—1

(x=a)y (x—q"a)(x—q"""a)...(x—q

a)=(x—a)g (x—q"a);

(x—a)g*"=(x—a)] (x—q"a)]

4
q

3 2

. (x=q*a)y = (x—a); (x—q’al]

Esempio: (x—a)q = (x—a)

Poniamo m come —n ,abbiamo:

(x=a),""=1=(x—a)" (x—q"a),

Quindi:

Vediamo se questa espressione & appropriata per il calcolo. Partiamo nuovamente da

(x—a)y™" = (x—a)] (x—q"a); ecambiamo m in —m' . Sitrova:
, o (x=q™a)]
m m _\n __ —m —m n__ q
(X_a)q (X_q a)q - (X_a)q (X_q a)q_(x_qm'a)g-"
Ad esempio,se m'=3 ed n=3 ,ilrisultatoe 1.
Sia m=—m'<0 e n=—n'<0 . Calcoliamo (X—a)ZH” = (X—a);" (x—qma)g :

13



Nozioni di g-calcolo A.C. Sparavigna

1
(X_qfn'fm'a)g'+m'

La (*) ¢ adeguata al calcolo.

8. Derivate da ricordare

Si possono verificare le seguenti derivate importanti per i calcoli successivi.

Siano n€Z , a,b,teC .

Dyx-af=lnllx-ali 5 Dyfa-xf=—(nlla-qx);
bt —nx-qa . D=L
oal; Ta=aly o=y

Dq(1+bx);=b[t](1+qu)fq—1

9. La formula di g-Taylor

L'analogo q della formula di Taylor é:

F(x1=3 (D )e)

j=0

Esercizio 12. Scrivere la g-Taylor per la funzione f (x)zxn , ¢=1 ,dove n ¢un intero

positivo.

(D f)(x)=[n][n—1]..[n— j+1]x""J

(D/f)(1)=[n][n-1]..[n—j+1]

14
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dove:

Esercizio 13. Sia n non negativo ed a un numero. Si espanda [ (X):(X+G)Z attorno
a Xx=0 conlaformuladi g-Taylor.

(x+a); = (x+a)(x+qa)...(x+q" 'a)

n
X+CI Z[]n]n]”/zn]xj
j=0
!
Dalla definizione: [ n ]:L :[n]
n—j] Lln=jl |

n
X+Cl Z|::| ]1/2a]n]

j=0

Questa ¢ detta Formula di Gauss binomiale.

15
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10. Coefficienti g-binomiali

nj!
Abbiamo gia visto che vale la relazione n :| = L = n , valida anche per
n_

[j1!n—j]!
il binomiale ordinario ( n ) = (n)
n—j J

Per il calcolo ordinario vale la regola di Pascal:

('?) = ('?—1) + (”‘_1) con 1<j<n-—1
J j—1 J

Questa relazione viene sostituita da due regole:

Wit el A s I H A e M

sempre con 1=<j<n—1

Si parte da:

[n]=1+q+..+q" '=(1+q+..+q )+ q/(1+q+..+q" V)= jl]+q'[n—j]

H _ __[n]r  _ [n=1]t[n] _ [n—l]!([;{'hqf[n—j])

il Liltln=j1r — [iln—j1r — i1 In—j]!
[n—1]! + al [n—j]! _ |n—1 n—1
G=10tn—j0t * T Tn=j-1]: [1—1] * qj[ j ]

Inoltre:

16
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Per i coefficienti binomiali ordinari, esiste I'identita:

)= 26 )

L'analoga g-formula é:

11. Formula di Heine

f(x)=1/(1-x);

Prendiamo la funzione:

[n][n+1]..[n+j—1]

T N 1 RV
ATy e A
1 & [n][n+1]..[n+j—1] ;
TE ST —

Questa ¢ la formula binomiale di Heine ed ¢ il g-analogo dello sviluppo di Taylor della funzio-

ne 1/ (l—x)" La seguente formula ¢ invece quella di Gauss (pag.13), con x ed a rim-
piazzato da 1 e x rispettivamente:

1+x i iti= 1/2[ ] x/
j=0 J

12. Due identita di Eulero

Supponiamo  |g|<1

17
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ol ) drme v

Applicando questi limiti alle formule di Gauss e di Heine, possiamo ottenere:

O (= 2

0 (1‘ j=0(1=q)(1-¢°)...(1-¢’)

Queste due identita legano un prodotto infinito (a sinistra) ad una sommatoria infinita (a destra).
Le due identita sono state scoperte da Eulero. Diciamo (*) la prima e (**) la seconda identita di

Eulero.

13.1 due g-esponenziali

La funzione esponenziale classica ¢ data da:

]:OJ
L'analogo q ¢ dato da:
=Y x
Sl
Usando le identita di Eulero, si trova che
ex/(l—q) — 1 _ : o = 1 _
a (1=x); T (1-(1-q)x);

Possiamo usare anche un altro analogo, definito nel modo seguente.

18
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o j
E; — Z qJ(] 1)/2?<_I — (1+(1—Q)X>ZO
pars [j]!

35 T T

3t g=0.5 x /A

Andamento di efl , e, Ez per diversi valori di g.

14. Proprieta dei due q-esponenziali

La funzione esponenziale ordinaria rimane invariata sotto differenziazione. Lo stesso vale per

ez . Infatti:

19
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Passiamo ad E;

Quindi: quz = efl , D E* = E¥

Quanto vale eje) ? Ingenerale e} ey #ezw . Altre proprieta sono:

X o—X_ . X X
quq =1 ; €l/q Eq

15. Le funzioni q-trigonometriche

Usando i g-esponenziali si ottengono le funzioni g-trigonometriche.

—ix —ix

elX_e q EIX_E q
sin X:qi, Sin X:qi.
q 2i q 210

eXye EX+E "
cos x=—1—— Cos x=—1—
q 2 q 2

. X — X . . . — . —
Abbiamo che €lq = E° , quindi Slnqx =sin;; x COSqX—COSUqX

ix ix —ix —ix
+

quq+eq Eq 2
4

ix ix —ix p—ix

+ —

quq e, Eq 2

4

X X=
cos,, Cosq

sin, x Slan—

20
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cos x Cos x + sin_x Sin x=1

q q q q
Le g-derivate sono:
Dqsinqx:cosqx DqSinqx:Cosqqx
chosqx=—sinqx Dqusqx:—Sinqqx

16. Il triplo prodotto di Jacobi
Sia |g|<1 , siha che:

> =[] (-g")(1+q* ) (14> 2

n=—ow n=1

Questo ¢ il triplo prodotto di Jacobi. La verifica come proposta da G.E. Andrews parte da una
delle due formule di Eulero, scritta nella forma seguente:

0 0 i(j—1)/2x
[Tiegn=3 —9

n=0 =0 (1—q)(1-¢°)...(1-¢’)

17. Una formula di Ramanujan

I e

éw(l—b)gxn : (1—b>?(1‘%jj(1_x>?(1_f_x)f

18. La formula del prodotto di Eulero

Dalla formula di Jacobi, si ottiene la seguente formula, detta del prodotto di Eulero:

21
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o0 o0
H 3n1 3n2 H

n=1 n=1

19. Il simbolo q-Pochhammer

Questo simbolo ¢ 'analogo del simbolo di Pochhammer del calcolo ordinario che rappreenta il
fattoriale decrescente:

(x)nzx(x—l)(x—2) x—n+1) H (x—k+1) H(x—k)
k=1 k=0
Esiste anche il fattoriale crescente:
n n—1
XM =x(x+1)(x+2)...(x+n—1) = [] (x+k—-1) = ] (x+k)
k=1 k=0
Il g-fattoriale decrescente ¢ dato da:
n—1
(a;q), = 1] (1-aq") = (1-a)(1~aq)(1-agq?)..(1~aq" ™)
k=0

dove (a;q)0=1 .

A differenza del simbolo di Pochhammer ordinario, I'analogo q puo essere esteso all'infinito.

I

(G;Q)oo = (1_aqk)

k

Il
o

Un caso speciale ¢:
®(q)=(q;q). = [](1-
k=1
che ¢ la funzione di Eulero vista prima.

Possiamo scrivere il g-fattoriale con il g-Pochhammer:
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20. La g-antiderivata

La funzione F(x) ¢laq-antiderivatadi f(x) se D oF (x)=f(x) . Lag-antiderivata
¢ definita da:

ff(x)dqx
Se f(X)Zi a x" , abbiamo che:
n=0
© q Xn+1
f f(X)qu:nZ::o [r;1+1] +C

21. L'integrale di Jackson

Siano X ¢ M q degli operatori tali che:

A

X[f(x)]=xf(x) 5  MIf(x)]=f(qx)
Abbiamo:

Quindi: ]\A/Iq)?:qfch )

Usiamo M q nella definizione di g-derivata.

(q—1)x " 4 (q—1)x
Scriviamo formalmente l'antiderivata come:
1 N
F(x)=——((1-q)xf(x))=(1-q) 2, M (xf(x))
1—Mq j=0
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dove si ¢ usato lo sviluppo della serie geometrica.

Si ha quindi:

F(x)=J f(x)d x=(1-q)x Y. g'f(¢'x)

i=0
Questa serie ¢ detta integrale di Jacksondi f(x) [Kac & Cheung].

Altra formula utile ¢ la seguente:

0

[ F(x)d,g(x)=2 f(a'x)|g(a’x)-g(q*'x))

j=0

Esercizio 14. Calcolare l'integrale di Jacksondi X .

F(X):f quX:(l—Q)Xi qjqjx:(l—q)xzi q*

=0 j=0

1
l—q2

Ricordiamo che: Z q2k= . Quindi:
k=0

F(x):fxdqx:(l—q)x2 ==

2

Esercizio 15. Calcolare l'integrale di Jackson di (x—a) q

Uso I'espressione: J.f(x)dqg(x)Zif(qjx)(g(qjx)—g(qj+1x)) .

j=0
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0
J(x- Z (¢'x—a)lg’'x—g"*'x]+C =

Z (@'x—a)(q’x—qa)(¢'x—q'"' x)+C =

Z [q3jx3—aq2jx2—q2jqax2+azqux—qq3jx3+aqq2jx2+q2q210x —q qjazx +C
j=0

Utilizzando il valore delle somme infinite (si veda dopo), si ha:

3 2 3
[(x—aPd x = -+x2a’ 12+xazq+C =X __Xa+xd’q+C
a4 3] 1—q (3]

Siscelga C=—q>a’/[3] .Inoltre: (x—a)2:x3—[3]ax2+[3]qa2x—q3a3
Si ha quindi:

Esercizio 16. Calcolare il g-integrale di V2 px .

J2px dyx = (l—q)xzoq"@qux
p

(1-q)xY @V2pg/x = (1-q)xV2Zpx Y. ¢V = (1—q)xV2px . L -
j=0 j=0 —q

3/2

1 1+q +q
(1—q) x+2px "7 14g" = (1-q)xv2p g

3/2
[V2px d x = xvapx L¥)
d qg+q+1
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Al limite q-=1 |, si ottiene l'integrale ordinario:
e 2
f\/pr dx = 3—xv2px

Esercizio 17. Calcolare il g-integrale di 1/ nx o

[ dx=(1-qxD ¢d—L =<1—q>xi"i

x4 j=0  ™g’x

n—1
UnD i 1
(1-q)x" "X g = (1—q)x " —— = (1-q)x°
i=0 =g "
. oy n—1
dove si & posto per comodita di scrittura £ = .
g g
1 1+Q‘ & 1+q~
1—q)x* —— = (1—q)x° = Xx°
(1-q) - (1-q) 1_q2§ qz@—l_'_..._'_1

Al limite per g-=1 | siottiene il risultato dell'integrale ordinario:

Esercizio 18. Calcolare il g-integrale di  sinx .

fsinx d,x = (1—q)x;)qj sing’ x
I:

o 3.3 5j.5
_ Jlgiy_4X 97X
(1 q)szz‘:)q Q@ x—
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X X3 X5 X2 X4 X6

R P T AP R P TG

Al limite per g=>1 , l'integrale diventa paria 1—cosXx ,in accordo col fatto che l'inte-
grale di Jackson ¢ dato a meno di una costante.

22. 1l caso del logaritmo

Consideriamo la g-derivata del logaritmo.

b lnx:ln(qx)—ln(x) _ _Ing
(g—1)x (q—1)x
Deve quindi essere:
ld xzﬂlnx

x 4 Ing

L'espressione di Jackson pero non funziona:

f ~d x=(1-q)x 2 '.i:(l—q)fﬂ

q’x j=0

23. 1l g-integrale in WolframMathWorld

11 g-integrale lo troviamo definito come (Andrews)

O%b—l

f<x>dqx=<1—q>§qff<qf>

Esercizio 19. Calcolare il g-integraledi  x

Lo abbiamo gia visto prima.

1
1
xd x=(1— =
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Esercizio 20. Calcolare il g-integrale di  x°

1 o0
d x=(1-q) Y ¢ ¢/=(1-q)——=—
{ 9 Z:o 1-q° 1+q+q°

Esercizio 21. Calcolare il g-integrale di ~ x"

fX d,x=(1-q quq’”‘ _qm

Esercizio 22. Calcolare il g-integrale di  In x

_flnxdx 1—q) Zq’lan—l q) Zq jlng=(1—q)lng q >
j=0 j=0 (1-q)

Per questi esercizi, si sono usate alcune delle seguenti formule:

Somma infinita (per |z| < 1)

irkz 11 iig:r’ B z(1+ x)
— T ———

k=0 = (1—x)?
i_j:w.: 1 i 9 z(1 + dx + z?)
i r =
par 1-a? = (1—a)t
m -,
mez 1 x . Zg":zi;rl::::{l.-l—ﬂ:}(l—i-l.ﬂ:::-f-:rz}
i=1 (1—z) — (1 - )’

Altre somme a https://it.wikipedia.org/wiki/Lista delle serie matematiche
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24. La q-Gamma e la g-Beta

Le funzioni Gamma e Beta di Eulero sono definite nella maniera seguente:

r(t)=| x'"te dx per t>0

1
B(t,s):fxt_l(l—x)s_ldx per s,t>0
0

Alcune proprieta sono:

L(¢)r(s)
= = — ] -~ 7
C(t+1)=tr(t) , T(n)=(n-1)! , Bl(t,s) Tltes)
Per t>0 |, sidefinisce la ¢-Gamma come:
_OO t—1 -—qx
Fq(t)—_([x E %d x
Per il g-integrale, vale la formula di integrazione per parti:
b b
J(x)d,g(x)=f(b)g(b)~f(a)gla)-[ glax)d,f(x)
a a

Applico alla g-Gamma:

(-1
Fq(t)— X E %d x

© =38

da cui: Fq(t+1):[t]Fq(t) dove [t] ¢&il g-numerodi ¢ .
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Per t,s>0 |, sidefinisce la g-Beta come:

1
B(c.5)=J ¥ (1=
Vale l'analoga:
r (¢)I' (s
L AGLAC
q T (t+s)

25. Una funzione q-costante

Sia la funzione q-Gamma e q-Beta si basano su una funzione particolare (De Sole, Kac):

t t
K(x,t):lfx (1+}1?) (1+x)é_t
q

Questa funzione ¢ g-costante:
K(qx,t)ZK(x, t)
t(t—1)/2

Se t ¢ unintero, la funzione ¢ indipendenteda X ed¢ugualea @

Per t€(0,1) ,allora si ha che:

lim K (x,t)=x"+x""!

g=0
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