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1. SOMMARIO
Con l’entrata in vigore nel 2019 della revisione del Sistema Internazionale (SI) di unità di misura, l’unità
di resistenza elettrica ohm potrà essere realizzata con campioni di resistenza a effetto Hall quantistico.
Le unità di capacità e induttanza, farad e henry, potranno essere realizzate a partire da campioni di
impedenza a effetto Hall quantistico per mezzo di ponti di impedenza operanti a frequenze dell’ordine
del kHz. I comuni dispositivi in arseniuro di gallio per la realizzazione dell’effetto Hall quantistico
richiedono campi magnetici intensi e temperature inferiori a quella di liquefazione dell’elio. I dispositivi
in grafene permettono di operare in condizioni sperimentali meno restrittive. Questa memoria descrive
il piano di sviluppo di un nuovo campione di capacità nazionale per mezzo di un ponte di impedenza a
quattro porte completamente digitale a partire da un ACQHR in grafene e della nuova scala di capacità
attraverso il metodo a capacità combinate. Il livello di incertezza obiettivo è dell’ordine di 10−7.

2. INTRODUZIONE
Nel novembre del 2018 la 26◦ Conferenza Generale dei Pesi e delle Misure (CGPM) approverà for-
malmente la revisione del Sistema Internazionale (SI) di unità di misura [1], che entrerà in vigore il 20
maggio 2019, il world metrology day.
Nel nuovo SI le unità elettriche saranno definite a partire da due costanti fondamentali di natura, a cui
saranno assegnati valori esatti [2]: la carica elementare e = 1.602 176 634 × 10−19 C e la costante
di Planck h = 6.626 070 15 × 10−34 J s. Come conseguenza, l’unità di resistenza elettrica ohm (Ω)
potrà essere realizzata [3] con campioni di resistenza a effetto Hall quantistico (QHR), considerando
per la costante di von Klitzing il valore RK = h/e2 = 25 812.807 459 304 5 Ω [4]. Inoltre, le unità
di capacità e induttanza elettrica, farad e henry, collegate all’ohm dall’unità di tempo, potranno essere
realizzate a partire da campioni di impedenza a effetto Hall quantistico (ACQHR) [5] per mezzo di
ponti di impedenza operanti a frequenze dell’ordine del kHz.
Tradizionalmente, i ponti di impedenza utilizzati nella realizzazione dell’unità di capacità a partire da un
QHR sono ponti coassiali a trasformatore [6, 7]. Il passaggio da QHR a capacità coinvolge una laboriosa
successione di confronti di resistenze e impedenze; i ponti tradizionali sono complesse reti di dispositivi
elettromagnetici, le cui laboriose procedure di equilibrio devono essere effettuate manualmente da un
operatore.
Lo sviluppo dei ponti digitalmente assistiti (digitally-assisted), dove i dispositivi elettromagnetici re-
golabili sono sostituiti da generatori di tensioni alternate basati su convertitori digitale-analogico [8]
ha permesso una parziale automazione, alleviando così l’onere per l’operatore. L’attuale realizzazione
del campione nazionale di capacità [9] mantenuto presso l’Istituto Nazionale di Ricerca Metrologica
(INRIM), è basata su ponti digitalmente assistiti e su di un resistore calcolabile di trasferimento ac-dc,
tarato per confronto con QHR in regime continuo [10].
Una realizzazione semplice, compatta e automatizzata dell’unità di capacità, per confronto diretto, in
regime alternato, tra un QHR e un campione di capacità è possibile con un ponte di impedenza comple-
tamente digitale (fully-digital) [11, 12]. I ponti completamente digitali basano la loro accuratezza diret-
tamente sulle proprietà dei generatori digitali impiegati, e non includono trasformatori o altri elementi
elettromagnetici tarati.
Il dispositivo comunemente utilizzato per la realizzazione di QHR è un’eterostruttura in arseniuro di gal-
lio [10]. L’operazione di tali dispositivi richiede però campi magnetici intensi (≈ 10 T) e temperature
(≈ 1 K) inferiori a quella di liquefazione dell’elio. In anni recenti è stato dimostrato [13] che i dispositi-
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Figura 1: Schema rappresentativo della futura catena di riferibilità per la realizzazione del farad.

vi in grafene permetterebbero di realizzare QHR operanti a campi magnetici meno intensi (≈ 6 T) e alla
temperatura dell’elio liquido, permettendo l’implementazione di esperimenti relativamente compatti.
Questa memoria descrive il piano di sviluppo di un nuovo campione di capacità nazionale in accordo
con la revisione dell’SI. Un ponte completamente digitale è impiegato per confrontare un QHR, per il
valore RH = RK/2 ≈ 12 906.4 Ω, con un condensatore campione di valore nominale C = 8 nF, alla
frequenza f ≈ 1541 Hz; la particolare frequenza permette di soddisfare la relazione 2πRHC ≈ 1.
Il valore di capacità può venire poi scalato con un nuovo metodo a combinazione di capacità verso
i valori decadici, di interesse per la disseminazione. Il livello di incertezza obiettivo è dell’ordine di
10−7, più che adeguato al mantenimento del campione nazionale, delle Calibration and measurement
capabilities italiane dichiarate per il Mutual Recognition Arrangement [14] e alla disseminazione della
scala di capacità elettrica sul territorio nazionale.

3. LA NUOVA CATENA DI RIFERIBILITÀ
La figura 1 mostra uno schema rappresentativo della catena di riferibilità in via di sviluppo. Il valore di
un condensatore campione a gas da 8 nF è tarato per confronto con un ACQHR. Il confronto è effettuato
per mezzo di un ponte di impedenza completamente digitale (descritto nel paragrafo 4) operante a una
frequenza di circa 1541 Hz, in modo che il rapporto tra l’impedenza del condensatore campione e quella
dell’ACQHR sia unitario. Questa condizione minimizza l’incertezza del ponte.
Il condensatore campione da 8 nF è poi utilizzato per tarare un condensatore a gas da 1 nF. Lo scalamen-
to del valore di capacità è effettuato a 1600 Hz per mezzo di un metodo a capacità combinate descritto
nel paragrafo 6. Lo stesso metodo è utilizzato per scalare il valore dell’1 nF a, successivamente, 100 pF,
10 pF e 1 pF.

4. IL PONTE DI IMPEDENZA DIGITALE
Il ponte di impedenza implementato (figura 2), a quattro porte e completamente digitale, impiega una
sorgente di segnali digitale che permette di controllare i segnali in ampiezza e fase, e quindi confrontare
direttamente impedenze di natura diversa. La topologia del ponte qui descritto è ottimizzata per rap-
porti di impedenze unitari. La sorgente digitale, costruita dall’Università di Zielona Góra [15], Polonia,
nell’ambito del progetto europeo EMRP SIB53 AIM QuTE [12], possiede sette canali indipendenti.



Figura 2: Ponte di impedenza digitale a quattro porte, attualmente composto di una sorgente di segnali digitale,
un rivelatore, un campione di resistenza di valore nominale 12 906 Ω ed un campione di capacità da 8 nF. Il
bilanciamento del ponte è controllato da un software dedicato.

Due canali generano il rapporto di tensioni rispetto a cui è confrontato il rapporto delle impedenze,
tre canali generano i segnali per la definizione a quattro porte delle impedenze, un canale genera una
correzione ausiliaria che migliora l’incertezza del ponte in condizioni di rapporto 1:1 e l’ultimo canale
genera il segnale di riferimento del rivelatore. La sorgente digitale e il rivelatore sono controllati da un
software appositamente sviluppato che rende il bilanciamento del ponte e l’intero processo di misura
completamente automatici e di breve durata. Per effettuare le misure preliminari, l’apparato sperimen-
tale per l’operazione dell’ACQHR in grafene, in fase di implementazione e descritto nel paragrafo 5, è
al momento sostituito da un normale campione di resistenza da circa 12 906 Ω tarato per confronto con
un QHR in DC.
Confrontando il valore del condensatore campione ottenuto con il ponte digitale con quello ottenuto con
i ponti digitalmente assistiti attualmente in uso per la realizzazione del farad, la cui incertezza è circa
1.3 × 10−7 [9], si ottiene una discrepanza di circa 2 × 10−7. Questa discrepanza è dello stesso ordine
dell’incertezza che si attende per il ponte di impedenza digitale a quattro porte, la cui valutazione delle
sorgenti di incertezza è ancora in corso di svolgimento. Le principali sorgenti di incertezza dei ponti
digitali risiedono nella non linearità della sorgente, nell’imperfezione della definizione di impedenza,
nell’incertezza del bilanciamento del ponte e del campione utilizzato per il confronto.

5. IMPLEMENTAZIONE DELL’ACQHR IN GRAFENE
L’utilizzo di dispositivi in grafene per la realizzazione dell’ACQHR permette l’implementazione di
un apparato sperimentale compatto operante a campi magnetici relativamente bassi e alla temperatura
dell’elio liquido.
Il sistema a cui stiamo lavorando prevede l’impiego di un discendente, sviluppato dalla Graphensic [16],
fornito di un magnete superconduttivo operante a 5 T e alimentato a 45 A. È possibile attraverso un
interruttore portare il magnete in modalità persistente e diminuire in questo modo il consumo di elio
liquido. Il dispositivo opera alla temperatura dell’elio liquido, permettendo l’utilizzo di un normale
criostato per la refrigerazione del magnete superconduttivo e del dispositivo.
Per ridurre l’effetto delle resistenze e delle capacità parassite, il dispositivo è connesso al sistema di
misura attraverso connessioni multiple [17, 18], comunemente utilizzate anche per misure in DC e la



cui efficacia è stata verificata per mezzo di simulazioni in ambiente SPICE [19] e di metodi di analisi
numerica [20]. L’ ACQHR mostra plateaux più stretti, deformati e spostati rispetto alle misure effettua-
te in DC a causa di ulteriori effetti capacitivi. Questi effetti parassiti posso essere eliminati utilizzando
la tecnica del doppio schermo [21], che consiste nel porre due schermi rettangolari intorno al QHR,
connessi rispettivamente ai potenziali a monte e a valle del dispositivo. Questa configurazione assicura
che anche la corrente dispersa attraverso capacità parassite attraversi il dispositivo, contribuendo quindi
alla generazione della tensione di Hall. In questo modo la corrente che fluisce nel QHR e nel campione
di confronto è la medesima e la condizione di lavoro del ponte coassiale di rapporto è verificata. Il cam-
pione QHR sarà quindi montato su un porta campioni TO-8 ceramico dotato di schermi supplementari
in accordo con questa tecnica.
In prossimità del campione sarà posto un termometro per controllare i cicli di temperatura.
Il sistema sarà inizialmente testato utilizzando dispositivi in arseniuro di gallio [22], che verranno in un
secondo tempo sostituiti da dispositivi Hall in grafene epitassiale [23, 24].

6. METODO A COMBINAZIONE DI CAPACITÀ
Il metodo a combinazione di capacità, introdotto in [25], è basato sulla lettura, con un misuratore
non tarato, dei diversi valori di capacità che si ottengono combinando in parallelo un certo numero di
condensatori di base, di cui uno solo sia tarato. Dalla successione delle misure, con opportune ipotesi
semplificatrici, è possibile ottenere i valori di capacità dei condensatori di base non tarati, corretti per
gli errori del misuratore. Il metodo può essere formulato attraverso un sistema lineare sovradeterminato
di equazioni, risolvibile con uno stimatore ai minimi quadrati.
Consideriamo allora M + 1 condensatori di base: i primi M condensatori siano non tarati con valori
nominali Cnom

0i , i = 1, . . . ,M , possibilmente ripetuti, e valori non noti C0i; l’ultimo condensatore sia
invece di riferimento, tarato, con valore nominale Cnom

0(M+1) = Cnom
ref e valore noto C0(M+1) = Cref.

Sia N il numero di combinazioni parallelo generate a partire dai condensatori di base, e siano Cnom
k

e Ck, k = 1, . . . , N , rispettivamente i valori nominali e i valori incogniti delle capacità di ciascuna
combinazione. Misurando le capacità di queste combinazioni per mezzo di un misuratore, otteniamoN
valori letti C read

k , non coincidenti con i valori Ck a causa degli errori di misura.
La deviazione del k-esimo valore letto dal corrispondente valore nominale è

δk = C read
k − Cnom

k = Ck + `(Ck) − Cnom
k , (1)

dove `(Ck) = C read
k (C) − Ck denota l’errore del misuratore per la combinazione k. Se assumiamo

che la capacità equivalente dei condensatori in parallelo sia la somma delle singole capacità (la validità
di questa assunzione dipende, in effetti, dalla definizione di impedenza realizzata nell’esperimento),
possiamo riscrivere la (1) come

δk − ak(M+1)δref =

M∑
i=1

akiδ0i + `(Ck), (2)

dove δref = Cref−Cnom
ref (valore noto), δ0i = C0i−Cnom

0i e aki = 1 se il condensatore di base i partecipa
alla combinazione k, 0 altrimenti.
Assumiamo ora che l’errore di misura `(Ck) sia lo stesso per valori di capacità approssimativamente
uguali, trascurando così la nonlinearità differenziale del misuratore. In particolare, supponendo che i
valori di capacità siano sufficientemente vicini a quelli nominali, assumiamo `(Ck) = `(Cnom

k ); inoltre,
poiché le N combinazioni possono avere valori nominali di capacità ripetuti, ci saranno solo L ≤ N
valori nominali differenti. Con queste posizioni, la (2) diventa

δk − ak(M+1)δref =

M∑
i=1

akiδ0i +

L∑
j=1

bkj`j , (3)

dove `j , j = 1, . . . , L, indica l’errore del misuratore corrispondente al j-esimo valore nominale di
capacità univoco, e bkj = 1 se la combinazione k possiede questo valore, 0 altrimenti.



Il sistema di equazioni (3) può essere espresso in forma matriciale come

δ = AX, (4)

dove

δ =

 δ1 − a1(M+1)δref

...
δN − aN(M+1)δref

 (5)

è il vettore delle misure,

A =

a11 · · · a1M b11 · · · b1L
...

. . .
...

...
. . .

...
aN1 · · · aNM bN1 · · · bNL

 (6)

è una matrice nota di dimensioni N × (M + L), con coefficienti 0 o 1, e

X =

 x1
...

xM+L

 =



δ01
...

δ0M
`1
...
`L


(7)

è il vettore delle incognite.
Con un’opportuna scelta dei valori delle capacità di base e delle combinazioni, si può fare in modo che
la matrice A sia a rango pieno così che il sistema di equazioni (4) sia risolvibile nel senso dei minimi
quadrati [26, capitolo 14]. Se si vuole poi tenere conto dell’incertezza del condensatore di riferimento
e dell’incertezza di tipo A associata alle letture del misuratore, si può risolvere il sistema (4) con lo
stimatore di Gauss-Markov [27, 28] (T denota la matrice trasposta)

X̂ =



δ̂01
...

δ̂0M
ˆ̀
1

...
ˆ̀
L


= (ATΣ−1A)−1ATΣ−1δ, (8)

dove Σ è la matrice di covarianza del vettore delle misure δ. L’incertezza di tale stima può allora essere
ottenuta dalla matrice di covarianza associata a X̂ ,

cov(X̂) = (ATΣ−1A)−1. (9)

Dalla soluzione (8) si possono infine determinare i valori stimati delle M capacità di base non tarate,
Ĉ0i = Cnom

0i + δ̂0i, e valutare le incertezze associate.
La figura 3 mostra, come esempio, una possibile configurazione sperimentale adatta a uno scalamento
di capacità da 8 nF a 1 nF, cioè il primo scalamento della catena di riferibilità di figura 1. Ci sono
M + 1 = 6 condensatori di base con valori 1 nF, 1 nF, 2 nF, 2 nF, 5 nF e 8 nF: il condensatore da
8 nF è considerato tarato, secondo la catena di figura 1, mentre gli altri condensatori non sono tarati.
In particolare la figura mostra una combinazione in cui C01, C03 e C05 sono connessi in parallelo,
mentre C02, C04 e C06 sono disconessi, per una capacità equivalente di 8 nF. Applicando il metodo
di scalamento proposto a un insieme opportuno di combinazioni è quindi possibile tarare il valore dei



1 nF 2 nF 2 nF 5 nF 8 nF

F

C01

1 nF

C02 C03 C04 C05 C06

Figura 3: Schema coassiale di una possibile configurazione sperimentale, con 6 condensatori di base, adatta a uno
scalamento di capacità da 8 nF a 1 nF, secondo la catena di riferibilità di figura 1: F è un misuratore di capacità
a 2 porte; i condensatori da C01 a C05 sono non tarati; C06 = Cref è il condensatore di riferimento, tarato. Lo
schema mostra una combinazione da 8 nF nominali in cui C01, C03 e C05 sono connessi in parallelo, mentre C02,
C04 e C06 sono disconessi.

condensatori da 1 nF con riferimento al condensatore da 8 nF. Scendendo lungo la catena di figura 1, lo
scalamento di capacità successivo, da 1 nF a 100 pF, può poi essere ottenuto con 6 condensatori di base
con valori 100 pF, 100 pF, 200 pF, 200 pF, 500 pF e 1000 pF, e così via per lo scalamento verso valori
ancora più piccoli.

7. CONCLUSIONI
Lo sviluppo di un ponte di impedenza a quattro porte completamente digitale e del metodo a combi-
nazione di capacità permette la realizzazione di un nuovo campione di capacità e la ridefinizione della
catena di riferibilità nazionale del farad. Questi sviluppi permetteranno in futuro la realizzazione del
farad anche negli istituti metrologici più piccoli e nei centri di taratura di eccellenza.
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[22] J. Kučera and P. Svoboda. Development of AC quantum Hall measurements at CMI. In 2018 Conference on

Precision Electromagnetic Measurements (CPEM), 2018. In press.
[23] M. Kruskopf, D. Momeni Pakdehi, K. Pierz, S. Wundrack, R. Stosch, T. Dziomba, M. Götz, J. Baringhaus,

J. Aprojanz, C. Tegenkamp, J. Lidzba, T. Seyller, F. Hohls, F. J Ahlers, and H. W Schumacher. Comeback
of epitaxial graphene for electronics: large-area growth of bilayer-free graphene on SiC. 2D Materials, 3(4):
041002, 2016. URL http://stacks.iop.org/2053-1583/3/i=4/a=041002.

[24] M. Kruskopf and R. E. Elmquist. Epitaxial graphene for quantum resistance metrology. Metrologia, 55(4):
R27, 2018. URL http://stacks.iop.org/0026-1394/55/i=4/a=R27.

[25] F. Pourdanesh, V. D’Elia, M. Ortolano, and L. Callegaro. Determination of impedance meter nonlinearity with
a capacitance build-up method. In 2016 Conference on Precision Electromagnetic Measurements (CPEM),
pages 1–2, Ottawa, Canada, July 2016.

[26] J. Gallier. Geometric methods and applications. Springer, 2nd edition, 2011.
[27] J. E. Gentle. Matrix algebra. Theory, computations and applications in statistics. Springer, 2nd edition, 2017.
[28] W. Bich. Variances, covariances and restraints in mass metrology. Metrologia, 27:111–116, 1990.

http://stacks.iop.org/0026-1394/55/i=4/a=499
http://stacks.iop.org/0026-1394/55/i=4/a=499
www.graphensic.com/
http://stacks.iop.org/0026-1394/46/i=6/a=003
http://stacks.iop.org/0026-1394/45/i=5/a=N01
http://stacks.iop.org/2053-1583/3/i=4/a=041002
http://stacks.iop.org/0026-1394/55/i=4/a=R27

	Sommario
	Introduzione
	La nuova catena di riferibilità
	Il ponte di impedenza digitale
	Implementazione dell'ACQHR in grafene
	Metodo a combinazione di capacità
	Conclusioni

