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geoingegneria e attività estrattiva

1. Introduzione

La caduta massi rappresenta 
uno dei fenomeni franosi a mag-
gior impatto distruttivo, dovuto 
sia alla rapidità del fenomeno che 
alle energie coinvolte. Tale feno-
meno consiste nel distacco e nella 
caduta di blocchi rocciosi, i quali 
possono eventualmente rimbal-
zare, scivolare, o rotolare lungo il 
pendio prima di arrestarsi. All’im-
patto con il suolo o lungo il percor-
so, i blocchi possono frammentar-
si, producendo quindi più blocchi 
di pezzatura inferiore, ciascuno 
libero di seguire una traiettoria 
indipendente (Evans & Hungr, 
1993). Durante tale processo il 
numero dei blocchi aumenta e le 
energie in gioco vengono modifi-
cate (Giacomini et al., 2009; Haug 
et ai., 2016). Lo studio accurato del 

fenomeno di caduta massi risulta 
quindi un aspetto cruciale nell’ot-
tica di previsione del fenomeno e 
gestione del rischio. All’interno 
di questo, è essenziale la scelta di 
un opportuno volume o distribu-
zione di volumi dei blocchi poten-
zialmente mobilitabili. La defini-
zione di uno scenario realistico, 
caratterizzato dalla localizzazione 
e quantificazione di possibili vo-
lumi instabili in parete, dalla loro 
propensione al distacco, e quindi 
dalla loro frequenza temporale, 
rappresenta lo step iniziale nel 
processo di analisi (Corominas et 
al., 2014). Partendo da tali dati 
d’ingresso, l’analisi della propa-
gazione del fenomeno permette 
di individuare la distribuzione 
delle aree di invasione e di arresto 
dei blocchi depositati al piede. Il 
grado di accuratezza, le modalità 

dell’analisi, unitamente all’oppor-
tuna scelta dei parametri iniziali, 
influenzano in modo significativo 
la bontà della previsione. È oppor-
tuno quindi che l’analisi tenga in 
considerazione la possibilità che si 
verifichi durante la propagazione 
un processo di frammentazione 
del blocco, con conseguente au-
mento del numero di blocchi che 
si depositano a valle di volume 
inferiore rispetto a quello inizia-
le. Il processo di frammentazione 
è funzione di numerosi fattori, 
legati sia alla geometria del pro-
blema, i.e. la topografia del pen-
dio, la forma dei blocchi, sia alle 
proprietà fisico-meccaniche, quali 
ad esempio la presenza di discon-
tinuità nel blocco, la litologia del 
blocco e del suolo impattato, la 
presenza di vegetazione lungo il 
percorso (Giacomini et al, 2009; 
Crosta et al., 2015, Marchelli et 
al., 2019). Data la complessità 
e la presenza di numeri fattori 
che condizionano il fenomeno di 
frammentazione e, più in genera-
le, tutta la fase di propagazione, 
una modellazione accurata risulta 
ancora oggi un aspetto complesso, 
che porta talvolta all’ottenimento 
di una distribuzione dei blocchi 
depositati al piede non realistica. 
In tal senso, spesso, il rilievo in 
sito dei blocchi depositati risulta 
utile per conoscere la reale evolu-
zione del fenomeno. In particola-
re, nella modellazione del proces-
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so di frammentazione, una stima 
quanto più verosimile delle curve 
di distribuzione sia dei blocchi 
potenzialmente instabili che dei 
blocchi depositati al piede, nel se-
guito dettagliate, risulta un aspet-
to fondamentale per l’adozione di 
un modello di frammentazione e 
la taratura dei parametri richiesti 
dal modello stesso (Ruiz-Carulla 
et al., 2017; Matas et al., 2017).

Sebbene il processo di stima 
delle curve di distribuzione con 
le metodologie ad oggi a disposi-
zione sia complesso, il presente 
lavoro di ricerca prescinde da tale 
criticità e considera che la migliore 
stima di tali curve sia ottenuta. A 
partire da questo, il presente lavo-
ro intende sperimentare la validità 
del modello frattale di frammenta-
zione proposto da Perfect (1997) 
e modificato da Ruiz-Carulla et al. 
(2017) e successivamente appli-
carlo ad un caso reale. La scelta e 
la taratura dei parametri sono il 
risultato di un’analisi in cui si in-
vestiga un’opportuna metodologia 
per la ricerca della soluzione otti-
male, i cui aspetti più matematici 
sono stati trattati da Marchelli e 
De Biagi (2019a). I risultati di tale 
applicazione sono interessanti per 
lo sviluppo e l’adozione di tale mo-
dello frattale non solo nel campo 
geotecnico ma anche per lo stu-
dio dei processi di comminuzione 
della roccia nell’industria minera-
ria (Djordjevic e Morrison, 2006; 
Tromans, 2008). Similmente, al-
goritmi di ottimizzazione possono 
essere anche utilizzati nello studio 
di altri fenomeni legati al rischio 
naturale (Marchelli e De Biagi, 
2019b).

2. Distribuzione dei 
blocchi in-situ e al piede

L’individuazione dei possibili 
volumi di roccia mobilitabili, dal-
la loro propensione al distacco, e 
quindi la probabilità di accadimen-

to temporale dell’evento associata 
a tale volume costituisce il primo 
passo dell’analisi di pericolosità 
di caduta massi. Numerosi sono 
i fattori che controllano l’innesco 
del fenomeno, e.g. la litologia, l’e-
rosione, le proprietà meccaniche 
dell’ammasso roccioso, la presen-
za e le caratteristiche dei piani di 
discontinuità (Budetta, 2004; Co-
romonas et al., 2017). Risulta per-
tanto quasi impossibile definire un 
unico valore di volume rappresen-
tativo potenzialmente instabile 
(Santana et al., 2012). A tale propo-
sito, negli ultimi anni, molte ricer-
che finalizzate all’individuazione 
della migliore stima (intesa in sen-
so statistico) dei volumi instabili 
sono state condotte individuando 
approcci statistico-probabilistici 
che permettono di costruire una 
curva di distribuzione dei blocchi 
in parete (IBSD, In-Situ Block Size 
Distribution). Tali curve sono trac-
ciate a partire da rilievi in parete 
delle caratteristiche geometriche 
e meccaniche delle discontinuità 
presenti e, più in generale, delle 
condizioni dell’ammasso roccioso 
(Riquelme et al., 2014; Lato et al., 
2009).

L’identificazione e la caratteriz-
zazione delle discontinuità presen-
ti può essere realizzata mediante 
rilievo manuale, oppure attraverso 
tecniche di rilevamento indiretto 
quali la tecnologia LiDAR o la fo-
togrammetria digitale (Haneberg, 
2008), ed eventualmente integrate 
tra loro (Lim et al., 2005).

Le tecniche statistiche per la 
generazione delle curve tengono 
opportunamente in considera-
zione l’intrinseca variabilità delle 
condizioni dell’ammasso e della ge-
ometria dei piani di discontinuità, 
unitamente alla presenza singoli 
blocchi instabili (Elmouttie e Po-
ropat, 2012; Mavrouli et al., 2015; 
Mavrouli e Corominas, 2017). La 
qualità del rilievo effettuato e la 
scelta del modello statistico con-
dizionano pertanto l’accuratezza 
dell’IBSD.

Considerando ora la distribu-
zione dei blocchi al piede (RBSD, 
Rockfall Block Size Distribution), 
studi pregressi hanno mostrato 
che tali curve sono ascrivibili a 
leggi di potenza (Dussauge et al., 
2002). Sulla base dell’invarianza di 
scala che caratterizza tali funzioni, 
Ruiz-Carulla et al. (2015) forni-
scono un’efficiente metodologia 
per ottenere l’RBSD basata sul ri-
lievo manuale su limitate porzioni 
di deposito e omogeneizzazione 
all’intera area. Nel dettaglio, la 
procedura prevede (i) un campio-
namento selettivo dei blocchi di 
piccola-media dimensione (suddi-
vise per classi volumetriche) all’in-
terno di porzioni di omogenee di 
deposito, (ii) un rilievo completo di 
tutti i blocchi di grande volumetria 
all’interno del deposito. La bontà 
del rilievo, unitamente alla scelta 
delle aree omogenee, influisce no-
tevolmente sul risultato (De Biagi, 
2017; Gili et al., 2017). In ultimo, 
ai fini della costruzione di una leg-
ge di frequenza dei blocchi crollati, 
la conoscenza degli eventi pregres-
si deve integrare il rilievo manuale 
(De Biagi et al., 2017).

3. Il processo di 
frammentazione

Il processo di frammentazione 
di un blocco instabile consiste nel-
la formazione di un vario nume-
ro di frammenti lapidei a seguito 
dell’interazione del blocco roccioso 
con il pendio lungo il quale il feno-
meno di caduta massi si propaga. 
In riferimento alla trattazione 
precedentemente esposta relativa 
alle distribuzioni dei volumi, qua-
lora non avvenga frammentazio-
ne, la IBSD e la RBSD coincidono, 
in caso contrario, si osserva che la 
RBSD differisce, anche notevol-
mente, dalla IBSD (Ruiz-Carulla et 
al., 2017).

Numerosi sono i fattori che in-
fluenzano l’innesco e l’evoluzione 
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del processo di frammentazione, 
quali, ad esempio, la topografia 
del versante, la litologia e le ca-
ratteristiche meccaniche sia del 
blocco che del versante stesso, la 
presenza e la natura delle discon-
tinuità eventualmente presenti 
nel blocco impattante, la presen-
za di ostacoli durante il percorso 
(Crosta et al., 2006; Crosta et al., 
2007). Tale complessità si riflette 
nella difficoltà di modellare oppor-
tunamente tale processo in quan-
to risulta difficile prevederne sia 
l’accadimento che l’evoluzione e, 
conseguentemente, il numero di 
blocchi generatisi e la loro dimen-
sione. La valutazione dell’energia 
cinetica a seguito della frammen-
tazione risulta anch’essa di diffici-
le determinazione (Grady e Kipp, 
1985).

Allo stato attuale, numerosi 
studi sono stati condotti utiliz-
zando misure effettuate sul de-
posito, sebbene questo comporti 
inevitabilmente assunzioni sem-
plificative, al fine di determinare 
la cinematica e la dinamica dei 
blocchi mobilitati (Crosta et al., 
2007; Nocilla et al., 2009). Al con-
trario, la modellazione numerica 
del processo di frammentazione 
risulta, ad oggi, poco investigata 
(Vanichkobchinda et al., 2007). 
Sono stati sviluppati alcuni model-
li DEM in 2D o in 3D in cui il pro-
cesso di frammentazione risulta 
funzione della presenza di discon-
tinuità pre-esistenti (Salciarini et 
al., 2009; Cuervo, 2015), o dello 
sforzo normale agente all’impatto 
(Wang e Tonon, 2011; Zhao et al., 
2017), adottando modelli stati-
stici di distribuzione volumetrica 
(Paluszny et al., 2015), o approcci 
stocastici che seguono una legge di 
distribuzione dei frammenti gene-
rati di tipo legge di potenza (Matas 
et al., 2017).

Lo studio del processo di fram-
mentazione è affrontato anche in 
altre discipline (Mandelbrot, 1982; 
Turcotte, 1997; Perfect, 1997), ove 
si fa uso di modelli di tipo frattale.

3.1. Modello di 
frammentazione

Il presente lavoro fa uso del mo-
dello di frammentazione di natura 
frattale, basato quindi sull’inva-
rianza di scala, proposto da Perfect 
(1997). Tale modello parte da un 
singolo blocco (iniziatore), il quale 
può suddividersi, in funzione di 
un’assegnata probabilità e moda-
lità di rottura, in frammenti più 
piccoli i quali possono a loro volta 
suddividersi nello stesso modo. Ad 
esempio, supponendo che il blocco 
iniziatore possa suddividersi in N 
blocchi di egual volume, con una 
probabilità p di rottura, alla i-e-
sima iterazione ciascuno degli n 
blocchi generatosi dal blocco ini-
ziatore potrà a sua volta frammen-
tarsi, con probabilità p, in N bloc-
chi. Pertanto all’i-esima iterazione 
del processo, il frammento più pic-

colo avrà dimensione 
1

0N
Vi , dove 

V0 è il volume del blocco iniziatore. 
Tale modello assume pertanto che 
i blocchi generatisi ad ogni livello 
di frammentazione abbiano egual 
volume. La probabilità di rottu-
ra p è data da p = n/N, dove nè il 
numero di blocchi effettivamente 
generati.

In generale, ad ogni i-esimo li-
vello di frammentazione, il nume-
ro dei frammenti con volume pari 
a: 
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risulta pari a: 

 ni = (pN)i (2)

Scelto il numero di volte in cui il 
processo viene iterato, i.e., j, il nu-
mero totale degli elementi risultati 
è pari a: 

 i

i j ipN
�

�
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0
. (3)

Il valore della probabilità p di 
rottura necessariamente soddisfa 
la seguente condizione: 

 N–1 ≤ p ≤ 1. (4)

Una probabilità minore del li-
mite inferiore non produce fram-
menti, mentre una probabilità pari 
a 1 implica che tutti i blocchi ven-
gano frammentati e, partendo da 
un singolo blocco iniziatore, si ab-
biano Nj blocchi totali. La figura 1 
esemplifica tale processo per N = 8, 
n = 2, p = 2/8 = 0.25, mostrando i 
risultati ottenuti per un numero j 
di iterazioni, da 1 a 3.

Ruiz-Carulla et al. (2017) modi-
ficano lievemente tale modello ag-
giungendo un parametro definito 
“tasso di sopravvivenza” Sr, il qua-
le, partendo da k blocchi iniziatori, 
definisce il numero di blocchi che 
non si frammentano. Questo com-
porta che se Sr=0, tutti i blocchi si 
frammenteranno, mentre se Sr = 
1, non avverrà alcun processo di 
frammentazione e le distribuzioni 
iniziali e finali coincideranno, i.e. la 
IBSD e la RBSD saranno equivalen-
ti (Figura 2). Gli Autori introduco-
no la possibilità di utilizzare come 
iniziatore una distribuzione di vo-
lumi, invece che un singolo blocco, 
e di studiare la distribuzione dei 
volumi conseguente al processo di 
frammentazione.

4. Metodologia

4.1. Costruzione della curva 
IBSD

La distribuzione dei blocchi in 
parete è stata determinata sulla 
base dei risultati ottenuti median-
te rilievo geomeccanico manuale, 
adottando una metodologia di 
calcolo semplificata (Philippot, 
2015). Tale approccio necessita 
come dati di partenza la giacitura 
delle tre principali famiglie di di-
scontinuità della massa rocciosa 
e fornisce un insieme di volumi 
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instabili potenzialmente presenti 
sulla parete. All’interno del pre-
sente lavoro, le giaciture di tali 
famiglie sono assunte come pa-
rametri deterministici, mentre la 
spaziatura e la persistenza di due 
di esse sono variabili di tipo pro-
babilistico la cui distribuzione cu-
mulata di probabilità ha la forma 
di una legge esponenziale negativa 
troncata, espressa dalla seguente 
formula:
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(5)

in cui xm e xM rappresentano rispet-
tivamente il valore minimo e mas-
simo osservati in situ, λ è un fat-
tore di forma, equivalente al valor 
medio delle misure in situ (Figura 

3). Ciascuno dei possibili blocchi 
instabili viene generato dall’in-
tersezione tra tre discontinuità, 
ciascuna appartenente rispettiva-
mente ad una delle tre famiglie: la 
prima discontinuità rappresenta il 
piano di scivolamento e la seconda 
il giunto di trazione. La terza fami-
glia isola lateralmente il blocco e la 
sua spaziatura, così come la persi-
stenza, sono supposte sufficienti 
ad isolare ciascun blocco poten-
zialmente instabile. Tali famiglie 
rappresentano una popolazione 
(intesa in senso statistico) di di-
scontinuità, avente medesima gia-
citura, entro cui vengono estratte, 
mediante una generazione di tipo 
Montecarlo, le discontinuità che 
potenzialmente concorrono nel 
generare il volume instabile. Tra 
tutti i blocchi generati, quelli aven-
ti volume superiore a 8 × 10–4 m3 
sono stati classificati all’interno 
delle classi di volumi riportati in 
Tabella 1. La seconda colonna ri-
porta il volume di soglia massimo 
per ogni singola classe.

4.2. Costruzione della curva 
RBSD

La distribuzione di blocchi al 
piede è stata ottenuta mediante 
rilievo manuale, effettuato in ac-
cordo con la metodologia propo-
sta da Ruiz-Carulla et al. (2015), Fig. 1. Schema del processo di frammentazione N=8, n=2, p=2/8, j da 1 a 3. La posizione 

dei cubetti blu e grigi, rappresentativi delle parti in cui si il blocco si porzione, è arbitraria 
(Marchelli e De Biagi, 2019a).
Sketch of the fragmentation process. N=8, n=2, p=2/8, j in the range 1 to 3. The position of blue 
and grey cubes, which represent the fragmented parts, is arbitrary.

Tab. 1. Classi di volume adottate nel pre-
sente lavoro.
Volume classes.

Classe di volume Volume (m3)

Classe 0 0.008

Classe I 0.022

Classe II 0.064

Classe III 0.181

Classe IV 0.512

Classe V 1.448

Classe VI 2.5

Classe VII 5

Classe VIII 10
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alla quale sono state apportate le 
seguenti modifiche.

Il campionamento selettivo dei 
blocchi è realizzato contando tut-
ti i blocchi all’interno di un dato 
range di volumi all’interno di una 
sotto-area campione, presa suf-
ficientemente ampia da essere 
rappresentativa di un’intera area 
omogenea (Figura 4). La distribu-
zione dei volumi per ogni singola 
area omogenea è ottenuta median-
te estrapolazione dei dati ottenuti 
per la sotto-area, raccolti per classi 
di volumi, come riportato in Tabel-
la 1. I blocchi di grande volumetria 
sono invece contati singolarmente 
all’interno di tutto il deposito.

Sfruttando la proprietà dell’in-
varianza di scala, è stata proposta 
un’ottimizzazione del processo di 
campionamento selettivo. All’inter-
no di ogni area omogenea è indivi-
duata una sotto-area campione (di 

dimensione 12 × 12 m), a sua volta 
suddivisa in 4 porzioni (6 × 6 m), 
come riportato in Figura 4. I bloc-
chi con volumetria compresa tra le 
classi 0-V sono misurati nelle sole 
porzioni A1 e A2, mentre i blocchi 

con volumetria compresa tra classe 
V e VIII nelle porzioni B1 e B2. Il 
volume limite inferiore di osserva-
zione è assunto pari a 8 × 10–4 m3, 
così come operato nella costruzione 
della IBSD. L’estrapolazione dei ri-
sultati a tutta la sotto-area campio-
ne per la classe V si ottiene median-
te somma dei singoli valori misurati 
nelle porzioni A1, A2, B1, e B2. Re-
lativamente alle volumetrie appar-
tenenti alle classi 0-IV, l’estrapola-
zione avviene mediante somma dei 
valori misurati nelle porzioni A1 
e A2, raddoppiati. Similmente si è 

Fig. 2. Schema del processo di frammentazione con tasso di sopravvivenza iniziale Sr = 0.33, 
N = 8, n = 2, p = 2/8, j = 4. La posizione dei cubetti grigi, rappresentativi delle parti in cui 
si il blocco si porzione, è arbitraria.
Sketch of the fragmentation process with survival rate Sr = 0.33, N = 8, n = 2, p = 2/8, j = 4. 
The position of blue and grey cubes, which represent the detaching parts, is arbitrary.

Fig. 3. Funzioni di densità di probabilità, i.e. 
f (in nero), e di probabilità cumulata, i.e. F 
= ∫fdx (in grigio), per una distribuzione di 
probabilità esponenziale negativa troncata. 
L’area sottesa alla curva nera è pari ad 1.
Probability density, i.e. f (in black), and cumulati-
ve, i.e. F = ∫fdx (in gray), functions for a negative 
truncated exponential probability distribution. 
The area below the black curve has unit area.

Fig. 4. Metodo di campionamento per la costruzione della curva RBSD.
Sampling method for the construction of the RBSD curve.
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operato per le classi VI-VIII, consi-
derando le misure effettuate nelle 
porzioni B1 e B2.

L’estrapolazione all’intera area 
omogenea e, conseguentemente, a 
tutto il deposito, è fatta in accordo 
con la procedura proposta da Ru-
iz-Carulla et al. (2015), in accordo 
alla quale la RBSD è ottenuta som-
mando le distribuzioni relative alle 
singole aree omogenee, cui vengo-
no aggiunti i blocchi di grande vo-
lumetria.

4.3. Stima dei parametri del 
modello di frammentazione

Il modello frattale enunciato nel 
Cap. 3.1 è stato applicato alla IBSD, 
ottenendo una distribuzione dei 
blocchi frammentati (FBSD, Frag-
mented Block Size Distribution), 
anch’essa definita per le stesse 
classi di volumetria delle altre di-
stribuzioni (Tabella 1). Partendo 
da un dato insieme di parametri 
π = (Sr; N; n), ciascun blocco (ini-
ziatore), appartenente ad una data 
classe di volume, produce una serie 
di blocchi la cui volumetria e nu-
mero sono definite dalle Eq. (1) e 
(2), rispettivamente. Queste, a loro 
volta, sono fortemente dipendenti 
dal numero j di iterazioni del pro-
cesso. I risultati relativi ad un sin-
golo blocco di una data classe sono 
moltiplicati per il numero di bloc-
chi appartenenti alla classe in esa-
me. Tale procedura è ripetuta per 
tutte le classi di volume riportate 
in Tabella 1 e per tutti i blocchi di 
grande volumetria singolarmente 
contati, che potranno a loro volta 
generare frammenti riconducibili 
alle classi di cui alla Tabella 1.

Il conteggio dei blocchi comples-
sivamente generati dal processo di 
frammentazione avviene all’ultima 
iterazione, i.e. alla j-esima iterazio-
ne. La soglia limite inferiore per la 
costruzione della FBSD coincide 
con quanto disposto per la IBSD e 
la RBSD, ovvero 8 × 10–4 m3.

Al variare dei parametri conte-

nuti nel vettore π, a partire dalla 
medesima IBSD, si ottengono cur-
ve FBSD differenti. Pertanto, la 
migliore stima dell’insieme π dei 
parametri del modello di fram-
mentazione è quella che minimiz-
za lo scarto tra FBSD e RBSD. Ne 
consegue che la scelta della tecnica 
di ricerca della soluzione ottimale, 
i.e. la tecnica che permette la scelta 
dell’insieme π con cui calcolare la 
FBSD, è un aspetto cruciale per la 
bontà del modello.

4.4. Scelta della soluzione 
ottimale

Il metodo di ricerca della solu-
zione ottimale parte dall’assun-
zione che la distribuzione dei 
volumi al piede è in genere mate-
maticamente descrivibile con una 
distribuzione di tipo Pareto I (De 
Biagi, 2017). Questo comporta 
che il legame di dipendenza tra il 
logaritmo dei volumi dei blocchi e 
il logaritmo della funzione di pro-
babilità cumulata complementa-
re, i.e. il complemento a uno della 
funzione di probabilità cumulata, 
sia di tipo lineare, con coefficiente 
angolare negativo, i.e. una retta de-
crescente. In tal senso, la funzione 
di probabilità cumulata comple-
mentare della RBSD risulta:

 log P = m* log V + q* (6)

Dove m* < 0 e q* ≤ 0.
A partire dalla IBSD, il metodo 

di ricerca della soluzione ottimale 
adottato consiste nella seguente 
procedura iterativa:
1. scelta di un vettore π = (Sr; N; 

n) di parametri per il modello di 
frammentazione;

2. generazione della distribuzione 
di volumi frammentati FBSD 
per il vettore π scelto;

3. interpolazione lineare della fun-
zione di probabilità cumulata 
complementare della FBSD, os-
sia: 

 log Pπ= mπ log V + qπ; (7)

4. calcolo dei seguenti parametri 
per stimare la bontà dell’inter-
polazione lineare della FBSD: 
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 dove Rπ ≥ 0  rappresenta la nor-
ma dei residui;

5. ottimizzazione multi-obiettivo, 
ossia iterazione dei passaggi 1-4 
alla ricerca del set π che mini-
mizza almeno uno dei termini 
obiettivo definiti in Eq. (8), os-
sia: 
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 Questo processo di minimizza-
zione porta ad una soluzione 
multipla, ossia a più vettori π = 
(Sr; N; n) ottimali facenti parte 
del cosiddetto fronte di Pareto 
(Michalewicz e Fogel, 2013). La 
scelta di minimizzare tre ter-
mini è dettata dal fatto che, in 
un’interpolazione lineare, due 
parametri descrivono analiti-
camente la curva interpolante, 
mentre il terzo è relativo alla 
bontà dell’interpolazione.

6. scelta del vettore π da adottare 
per la costruzione della FBSD 
ottimale, ossia che meglio rap-
presenta la RBSD in sito.
Il caso studio presentato nel 

Cap. 5 e discusso al Cap. 6 mo-
strerà come la scelta del set di pa-
rametri π da adottare, i.e. il punto 
6 del precedente elenco, risulti 
l’aspetto critico per l’applicazione 
del modello frattale. Tra i punti del 
fronte di Pareto, è infatti possibile 
individuare i vettori π1, π2 e π3 che 
minimizzano, uno ad uno, ciascu-
no dei 3 obiettivi riportati in Eq. 
(9).

Data la natura multi-obiettivo 
del metodo di ricerca della solu-
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zione ottimale, ossia l’impossibili-
tà di identificare un vettore π tale 
per cui tutti e tre gli obiettivi sono 
contemporaneamente minimizza-
ti, si costruisce un vettore π = (Sr; 
N; n), in cui i parametri sono dati 
dalla media dei parametri di tutti i 
punti del fronte di Pareto.

5. Caso studio

Il modello di frammentazione 
descritto nel Par. 3.1 è stato appli-
cato ad un caso reale di frammen-
tazione relativa a eventi di caduta 
massi. Il sito test si trova nel comu-
ne di Saint-Christophe (45.7697 
N, 7.3555 E), in Valle d’Aosta, ad 
una quota di circa 1530 m s.l.m. 
In particolare, la parete oggetto di 
studio si configura come una pa-
rete fratturata di pendenza media 
pari a 52°, alla base della quale si 
estende l’area di deposito (Figura 
5). La ridotta estensione sia della 
parete che del deposito ha permes-
so di realizzare misurazioni quanto 
più accurate possibili, sia per il ri-
lievo delle discontinuità in parete 
che per il campionamento seletti-
vo nell’area di deposito.

Ai fini di caratterizzare la pare-
te oggetto di studio e investigare 
i cinematismi possibili e i volumi 
eventualmente mobilitabili (Figu-
ra 5a), è stato svolto un rilievo geo-
meccanico manuale, in conformità 
con le specifiche standard. Sono 
state individuate 4 famiglie di di-
scontinuità principali, come ripor-
tato in Tabella 2. Per l’individua-
zione dei cinematismi possibili, 
in prima battuta, è stato condotto 
test di Markland, nell’ipotesi di un 
angolo di attrito delle discontinui-
tà pari a 30°. Tale test ha permesso 
di individuare un possibile scivola-
mento planare lungo il piano A1. 
Al contrario nessun scivolamento 
a cuneo è stato individuato.

La IBSD è stata generata seguen-
do l’approccio riportato nel Par. 
4.1. In accordo con il test di Mar-

kland, la famiglia A1 è stata assun-
ta come piano di scivolamento, la 
famiglia B come giunto di trazione, 
e la famiglia C come il piano che 
isola lateralmente il blocco. Il pro-
cesso di estrazione Monte-Carlo è 
stato svolto iterativamente per 103 
volte e l’insieme dei volumi mobili-
tabili è stato suddiviso nelle classi 
individuate in Tabella 1. La funzio-

ne di distribuzione cumulata com-
plementare IBSD è rappresentata 
in blu in Figura 6.

Per all’area di deposito è stato re-
alizzato un rilievo accurato e ne è 
stata costruita la RBSD, in accordo 
con la metodologia riportata nel 
Par. 4.2 (Figura 5b). La funzione 
di distribuzione cumulata comple-
mentare è rappresentata in rosso 

Fig. 5. Vista d’insieme della parete con indicazione schematica degli stendimenti eseguiti in 
fase di rilievo manuale (a) e del deposito con individuazione della sotto-area di campiona-
mento (b) (Grange, 2018).
Overall view of the rockfall site with indication of the position of the in-situ (a) and deposit (b) 
manual surveys.

Tab. 2 Proprietà geomeccaniche delle 4 famiglie di discontinuità principali individuate dal 
rilievo in parete. Per le famiglie A1 e B sono riportati anche i valori xm e xM, ovvero minimo 
e massimo, adottati nel modello di Philippot (2015).
Geomechancal properties of the 4 main discontinuity sets.

Famiglia Inclinazione/
Immersione (°)

Spaziatura (m)
media (min; max)

Persistenza (m)
media (min; max) 

A1 40°/274° 1.05 (0.37; 1.91) 0.55 (0.3; 0.8)

A2 15°/274° 1.0 1.33

B 52°/215° 1.0 (0.32; 0.68) 2.68 (0.8; 9.7)

C 76°/291 1.3 2.98
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in Figura 6. Come osservato in 
molti casi reali (Dussauge et al., 
2003), anche in questo caso l’an-
damento di tale distribuzione su 
segue una legge di potenza, ossia 
risulta ben interpolato da una ret-
ta un piano bi-logaritmico, confer-
mando la proprietà di invarianza 
di scala.

Confrontando in prima analisi 
la IBSD e la RBSD si osserva come 
queste non coincidano, eviden-
ziando quindi l’occorrenza di un 
processo di frammentazione. Nella 
RBSD circa il 50% dei blocchi ap-
partiene alla Classe 0, mentre nella 
IBSD il 50% dei blocchi sono più 
piccoli della Classe IV.

6. Risultati

La strategia di scelta della solu-
zione ottimale presentata nel Par. 
4.4 è stata risolta mediante so-
lutori di algoritmi genetici (Deb, 
2001). Il modello di frammenta-
zione è stato considerato per un 
numero di iterazioni j da 1 a 4. Per 
ciascuna di queste sono riportati, 
tra le possibili soluzioni i vettori 
π1, π2, π3, appartenenti al fronte 
di Pareto, e π. Nel caso in esame 
è stato adottato uno schema che 
arrestava il numero di punti del 
fronte di Pareto a 160.

La scelta di π da adottarsi rap-
presenta un aspetto cruciale per la 
costruzione della FBSD che meglio 
approssima la RBSD. La Tabella 3 
riporta i valori dei vettori di pa-
rametri e delle funzioni obiettivo 
per un numero di iterazioni j va-
riabile da 1 a 4. La Figura 7 mo-
stra infatti le FBSD ottenute con 
i vettori π1, π2, π3, e π, per ciascun 
valore di j, variabile da 1 a 4. A li-

vello qualitativo si osserva come 
le soluzioni ottenute con diffe-
renti vettori π differiscano molto 
fra loro, e questo risulta tanto più 
evidente quanto più il numero j di 
iterazioni è basso. Nello specifico 
caso in esame, incrementando il 
numero delle iterazioni del proces-
so emerge come la curva ottenuta 
utilizzando il vettore π si avvicini 
maggiormente alla curva RBSD, 
benché per piccole volumetrie i 
volumi sono sottostimati per j=2 
e j=4. In linea generale, si osserva 
come i set π1, π2, portino ad una 
sovrastima dei volumi, mentre il 
set π3 ad una sottostima.

I grafici rappresentati in Figura 
8 mostrano le FBSD ottenute per 
valori di j da 1 a 4, ottenuti per cia-
scun vettore π1, π2, π3 e π rispetti-
vamente. Da tali grafici risulta che 
l’impiego di π, in particolare classi 
di volumetria inferiore alla VII, 
permetta di ottenere una FBSD 
con una tendenza e valori molto si-
mili alla RBSD osservata, in parti-
colare per un numero di iterazioni 
j>1. A livello qualitativo si osserva 

Fig. 6. Distribuzione dei blocchi in parete (IBSD) e distribuzione dei blocchi al piede (RBSD) .
In-situ Block Size Distribution and Rockfall Block Size Distribution.

Tab. 3. Parametri adottati per il modello di frammentazione delle curve rappresentate 
in Figura 7 e Figura 8. Le colonne dalla (8) alla (10) rappresentano i valori delle funzioni 
obiettivo.
Parameters adopted for the fragmented block size distribution curves depicted in Figures 7 and 
8. The columns (8) to (10) report the values of the objective functions.
Set j Sr N n b p Ob. 1 Ob. 2 Ob. 3

π1

1 0.9526 71.0000 4.1408 17.0000 0.2394 0.0000 0.5101 1.9281

2 0.9574 53.0000 3.7563 16.0000 0.3019 0.0000 0.5027 1.9278

3 0.9384 58.0000 3.8709 13.0000 0.2241 0.0000 0.5097 1.9271

4 0.8401 72.0000 4.1602 5.0000 0.0694 0.0000 0.5084 1.9207

π2

1 0.1532 75.0000 4.2172 6.0000 0.0800 0.1482 0.0001 1.7135

2 0.7912 44.0000 3.5303 21.0000 0.4773 0.1533 0.0000 1.7752

3 0.6284 40.0000 3.4200 13.0000 0.3250 0.2149 0.0000 1.7138

4 0.2720 46.0000 3.5830 7.0000 0.1522 0.2187 0.0000 1.6889

π3

1 0.0026 80.0000 4.3089 80.0000 1.0000 1.7060 3.2098 0.9566

2 0.0381 9.0000 2.0801 9.0000 1.0000 1.1481 2.1528 1.1237

3 0.0000 3.0000 1.4422 3.0000 1.0000 0.8129 1.3183 0.8379

4 0.0017 33.0000 3.2075 13.0000 0.3939 0.4810 0.8624 1.4502

π

1 0.2362 79.0000 4.2908 61.0000 0.7722 0.7232 1.2695 1.5256

2 0.2144 52.0000 3.7325 10.0000 0.1923 0.2103 0.2035 1.6634

3 0.2766 49.0000 3.6593 11.0000 0.2245 0.2902 0.1712 1.6319

4 0.1876 46.0000 3.5830 13.0000 0.2826 0.2520 0.3303 1.6276
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anche come le FBSD ottenute dai 
vettori π1, π2 non dipendono dal 
numero di iterazioni j. Al contra-
rio, per il vettore π3, la bontà della 
soluzione migliora all’incrementa-
re del numero di iterazioni j.

Come già detto, la FBSD risul-
tante dovrebbe essere quanto più 
possibile simile alla RBSD. Occorre 
però osservare che nel caso in esa-
me, la IBSD presenta volumetrie 
fino a 5 m3, i.e. Classe VII, mentre 

la RBSD non presenta volumetrie 
superiori alla Classe VI, i.e. 2.5 m3. 
Nel presente caso studio, le FBSD 
calcolate presentano tutte volu-
mi appartenenti alla classe VII in 
quando i valori di Sr sono diversi 

Fig. 7. Distribuzione dei blocchi frammentati (FBSD) con i set di parametri π1, π2, π3 e π, per differente numero di iterazioni, ossia con j da 
1 a 4. La IBSD e la RBSD sono riportate.
Fragmented Block Size Distribution (FBSD) obtained with parameters π1, π2, π3 e π, for variable number of iteractions (j from 1 to 4).

Fig. 8. Distribuzione dei blocchi frammentati (FBSD) con j da 1 a 4, per i differenti set di parametri π1, π2, π3 e π. La IBSD e la RBSD sono 
riportate.
Fragmented Block Size Distribution (FBSD) with j from 1 to 4, for variable sets of parameters π1, π2, π3 e π.
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da 0. Tale fatto comporta neces-
sariamente che i risultati ottenuti 
nella FBSD per le grandi volume-
trie non siano confrontabili. Si 
osserva inoltre come la stabilità 
della soluzione non sia sempre ga-
rantita. Infatti, all’aumentare del 
numero di iterazioni j, le FBSD co-
struite a partire dal vettore π3 non 
convergono. Tale aspetto è anche 
evidenziato per il vettore π, benché 
in maniera più limitata.

7. Conclusioni

Il processo di frammentazione 
è un aspetto fondamentale e, ad 
oggi, poco studiato ed implemen-
tato nei programmi per lo studio 
della propagazione del fenomeno 
di caduta massi. Durante il crollo, 
infatti, si osserva come i singoli 
blocchi, interagendo con il pendio, 
tendano a fratturarsi, deviando 
la loro traiettoria, modificando 
la loro energia e generando bloc-
chi di dimensioni minori. Nel 
presente lavoro si descrive come 
applicare il modello di frammen-
tazione di tipo frattale formulato 
da Perfect (1997) e modificato da 
Ruiz-Carulla et al. (2017) ad un 
caso reale. In particolare, lo stu-
dio evidenzia le problematiche 
che intercorrono nel determinare 
i parametri del modello. Questi de-
vono essere scelti in maniera tale 
per cui la curva di distribuzione 
dei blocchi frammentati (FBSD), 
generata a partire dai volumi in 
parete (IBSD), risulti il più possi-
bile prossima alla reale curva che 
caratterizza il deposito (RBSD). 
Utilizzando la proprietà di inva-
rianza di scala, caratteristica della 
curva di distribuzione dei volumi 
nella zona di deposito (RBSD), gli 
autori propongono una modalità 
di ricerca dei parametri del model-
lo caratterizzata da una procedura 
di ottimizzazione multi-obiettivo.

A seguito delle analisi effettuate 
sul caso studio, è possibile trarre le 

seguenti conclusioni:
– l’adozione di un approccio 

multi-obiettivo ha principale 
svantaggio quello di fornire un 
insieme di possibili soluzioni 
ottimali (costituenti il fronte di 
Pareto), che portano a curve di 
blocchi frammentati estrema-
mente differenti. Per ovviare 
a tale circostanza, si propone 
di costruire un vettore di para-
metri di modello ottenuto dalla 
media delle soluzioni ottimali. 
Tale approccio, sebbene il vetto-
re ottenuto non appartenga al 
fronte di Pareto, si dimostra es-
sere una possibile strategia per 
ovviare all’assenza di una solu-
zione che minimizzi tutti gli ob-
biettivi contemporaneamente;

– il numero di iterazioni del pro-
cesso di frammentazione condi-
ziona la stabilità della soluzione. 
Gli autori suggeriscono di utiliz-
zare almeno due iterazioni, os-
sia j ≥ 2.
Studi futuri dovranno rispon-

dere alle criticità evidenziate nel 
presente studio. A tale proposito, 
è necessario formulare un nuovo 
approccio per la valutazione dei 
parametri del modello di fram-
mentazione frattale costituito da 
un’ottimizzazione ad un singolo 
obiettivo. In aggiunta, sarebbe 
opportuno considerare un nuovo 
modello di frammentazione nel 
quale la probabilità di sopravviven-
za (Sr) dipenda dalla dimensione 
del blocco.
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